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Bestimmung der charakteristischen Grenzen bei der
Aktivitatsbestimmung radioaktiver Stoffe
Teil 1: Grundlagen

1 Einleitung

Im Rahmen von Aktivitatsbestimmungen radioaktiver Stoffe muss die ermittelte Ergeb-
nisgréBe hinsichtlich verschiedener Fragestellungen bewertet werden:

— Waurde eine Aktivitat in der Probe erkannt?
— Wie groB3 ist die dem Wert der ErgebnisgroBe beigeordnete Standardunsicherheit?
— Ist das verwendete Messverfahren fiir den Messzweck geeignet?

— Werden vorgegebene Grenz- und Richtwerte, z. B. Genehmigungswerte, sicher einge-
halten?

Eine wesentliche Grundlage der Beurteilung ist die dem Wert der ErgebnisgroBe beige-
ordnete Standardunsicherheit. Diese wird fir die Ermittlung der charakteristischen Gren-
zen bendtigt und bildet zusammen mit diesen eine Gruppe von KenngréBen zur Beurtei-
lung der ErgebnisgroBe. Die Normenreihe DIN EN ISO 11929 Teile 1 bis 3 [1, 2, 3] be-
schreibt diese Zusammenhange und enthalt in Teil 4 [4] Anwendungsbeispiele.

Im vorliegenden Teil 1 des Allgemeinen Kapitels "Bestimmung der charakteristischen
Grenzen bei der Aktivitatsbestimmung radioaktiver Stoffe" werden die Grundlagen der
Norm, die fur die Messungen radioaktiver Stoffe in der Umwelt relevant sind, behandelt.
Dabei bietet der Anhang A vertiefende Informationen zum Konzept des ISO-Guide
.Evaluation of measurement data — Guide to the expression of uncertainty in measure-
ment” (GUM) [5, 6]. Die Anhange B bis G beschreiben detailliert Werkzeuge, die zur
Ermittlung der charakteristischen Grenzen nach der Normenreihe DIN EN ISO 11929 im
Anwendungsbereich dieser Messanleitungen bendtigt werden. Im Teil 2 des Allgemeinen
Kapitels werden ausgewahlte Anwendungsbeispiele aus den Messanleitungen vor-
gestellt.

2 Konzept der Normenreihe DIN EN ISO 11929

Ausgehend vom Bedarf an harmonisierten und somit vergleichbaren Auswertungen und
Bewertungen radiometrischer Messungen wurden GUM [5] und zu seiner einheitlichen
Umsetzung die internationale Normenreihe ISO 11929, die im Rahmen dieser Messan-
leitungen als DIN EN ISO 11929 angewendet wird, entwickelt. Das standardisierte Ver-
fahren umfasst Planung, Durchfiihrung, Auswertung und Darstellung der ErgebnisgroB3e
und erlaubt eine bessere Vergleichbarkeit der Resultate.
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Dieses Konzept wurde zu groB3en Teilen mit Hilfe von Bayes-Statistik umgesetzt, die sich
jedoch grundlegend vom Konzept der vormals verwendeten frequentistischen Statistik
unterscheidet. In der Veroffentlichung [7] wird begriindet, warum die Bayes-Statistik fur
die Berechnung der charakteristischen Grenzen vorzuziehen ist.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Bayes-Statistik und dem frequentistischen
Ansatz liegt in der Verwendung des Begriffs ,Wahrscheinlichkeit":

— Im frequentistischen Ansatz wird die Wahrscheinlichkeit auf eine Haufigkeitsver-
teilung zurlckgefihrt, die durch viele Wiederholungsmessungen unter identischen
Bedingungen ermittelt wird.

— In der Bayes-Statistik werden stattdessen neben einer Messung auch alle fiir das
Verfahren relevanten und verfligbaren Informationen, in der Regel die Unsicherheiten
der EingangsgrofRen, mit einbezogen. Die Wahrscheinlichkeit wird hier als ein ,Grad
des Vertrauens” interpretiert.

In den beiden Ansatzen unterscheiden sich Unsicherheitsbeitrage inhaltlich und werden
verschieden bezeichnet:

— Im frequentistischen Ansatz wird zwischen ,zufalligen” und ,systematischen” Unsicher-
heit unterschieden.

— Mit der Bayes-Statistik kann insbesondere die aus dem GUM [5] bekannte Typ-B-Un-
sicherheit berlcksichtigt werden; zwischen zufalligen und systematischen Unsicher-
heiten wird nicht mehr unterschieden.

Anmerkung:
Im GUM [5] werden zwei Arten von Unsicherheiten betrachtet:
— Typ-A-Unsicherheiten, die allein aus Wiederholungsmessungen bestimmt werden kdnnen.
— Typ-B-Unsicherheiten, die nur mit anderen Mitteln erhalten werden k&nnen; dazu zahlen auch Un-
sicherheiten, die Korrektionen systematischer Effekte zugeordnet werden. Das umfasst auch die
Informationen Uber deren Haufigkeitsverteilungen.

Folglich ist eine Uber die Bayes-Statistik berechnete Unsicherheit umfassender als eine
rein frequentistisch ermittelte Unsicherheit.

Zur Sicherstellung der Vergleichbarkeit von Unsicherheiten sind diese nach einem stan-
dardisierten Verfahren zu ermitteln. Eine nach GUM ermittelte Unsicherheit wird als
Standardunsicherheit bezeichnet und mit dem Symbol u dargestellt. Sie kann mit einem
Erweiterungsfaktor k multipliziert werden.

Anmerkung:

Im Anwendungsbereich der Messanleitungen wird k gleich 1, also die Standardunsicherheit, verwendet. In
Fallen, in denen die erweiterte Unsicherheit bendtigt wird, wird hdufig k gleich 2 gesetzt. Die erweiterte
Unsicherheit wird dann mit dem Symbol U dargestellt. Es gilt: U= 2 - u.
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Ein weiterer Unterschied der beiden Statistiken besteht in der Verwendung der Begriffe
"Konfidenzintervall" und "Uberdeckungsintervall”, die deshalb nicht verwechselt werden
dirfen:

— Der aus dem frequentistischen Ansatz kommende Begriff "Konfidenzintervall" be-
schreibt die Wahrscheinlichkeit, dass unter gegebenen Randbedingungen der in
Wiederholungsmessungen gemessene Wert einer GroBe in diesen Bereich fallt.

— Im Gegensatz dazu gibt der aus der Bayes-Statistik kommende Begriff "Uber-
deckungsintervall" fiir eine gegebene Wahrscheinlichkeit das Intervall an, in dem der
wahre Wert einer GroBe zu erwarten ist.

Eine Ubersicht wesentlicher Unterschiede wichtiger Eigenschaften und Begriffe zwischen
frequentistischer Statistik und Bayes-Statistik zeigt Tabelle AT im Anhang A.

2.1 Bedeutung des Modells und seiner Parameter
2.1.1 EingangsgroBen

Alle GroBen, auf denen das Modell der Auswertung beruht und die mit Messwert und
Standardunsicherheit vorliegen, werden als EingangsgroBen bezeichnet. Diesen sind Ver-
teilungsdichten zugeordnet. Dabei wird im Teil 1 der DIN EN ISO 11929 [1] vorausgesetzt,
dass die EingangsgroBen normalverteilt sind. Wenn eine der EingangsgroBen, die einen
wesentlichen Unsicherheitsbeitrag zur Standardunsicherheit der ErgebnisgroBe liefert,
nicht normalverteilt ist, kann die Anwendung einer Monte-Carlo-Simulation (MC-Simu-
lation) erforderlich sein [2].

Die bedeutendste EingangsgroBe ist die Bruttozahlrate Ry, beziehungsweise die Brutto-

impulsanzahl Ny,
2.1.2 Modell, Auswerteverfahren

Bereits vor Durchfiihrung einer Messung muss der Anwender zunachst ein fir das aus-
gewahlte Messverfahren geeignetes Auswertemodell erstellen, das die EingangsgroBen,
beispielsweise Brutto- und Nulleffektzahlraten und die Nachweiswahrscheinlichkeit des
Detektors, mit der ErgebnisgroBe, z. B. einer Aktivitat, verknlpft. Mit diesem Modell wird
spater die Messung ausgewertet und das erhaltene Messergebnis bewertet. Bei der
mathematischen Beschreibung des Modells der Auswertung — abhangig davon, ob
hinsichtlich der Bruttozahlrate ein iberbestimmter Fall vorliegt oder nicht — wird zwischen
zwei grundsatzlichen Verfahren unterschieden:

— Liegt fur ein Radionuklid r, dessen bezogene Aktivitat ermittelt werden soll und das
im Folgenden als ,betrachtetes Radionuklid” bezeichnet wird, die Bruttozahlrate bzw.
Bruttoimpulsanzahl nur als einmal gemessener Wert vor, erfolgt die Auswertung ohne
die Anwendung linearer Entfaltung [1, 2].
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— Liegen mehrere unabhangige Messungen der Bruttoimpulsanzahl fir ein betrachtetes
Radionuklid vor, kommt es meist zu voneinander abweichenden Ergebnissen, bei-
spielsweise bei Wiederholungsmessungen, Abklingkurven oder Kanalinhalten in
einem Impulshéhenspektrum. Ein eindeutiges Ergebnis wird in diesem Fall durch die
Anwendung des Verfahrens der linearen Entfaltung erhalten [3]. Voraussetzung ist,
dass die Messwerte trotz der Unterschiede bei den verschiedenen Messungen, die
durch physikalische Effekte oder chemische Prozesse erzeugt werden, mit Hilfe
geeigneter Korrektionen wieder auf die Aktivitdt des Radionuklids zurtickgefuhrt
werden kdnnen. Beispiele sind Korrektionen bei der Gammaspektrometrie (siehe
Abschnitt 6 des Allgemeinen Kapitels y-SPEKT/GRUNDL dieser Messanleitungen)
oder fir den radioaktiven Zerfall.

Abbildung 1 zeigt eine Entscheidungshilfe fir die Auswahl des mathematischen Ver-
fahrens.

Betrachtetes
Radionuklid

Bruttozahlrate
mehrfach gemessen?

ja I nein
[ 1
Uberbestimmtes System - Direkt auswertbares Modell -
mit linearer Entfaltung ohne lineare Entfaltung

Wesentliche Wesentliche
EingangsgroBen EingangsgroBen
normalverteilt? | normalverteilt?

ja nein ja nein

Least squares Lemstos :
guares Numerische . .
(Methode der : e ; MC-Simulation
e e —— mit MC-Simulation Auswertung
N~ \ N > \_

Abb. 1:  Auf den EingangsgroBen basierendes Entscheidungsschema fiir die Auswahl des
mathematischen Verfahrens

2.1.3 ErgebnisgroBen

Eine ErgebnisgroBe bezieht sich auf genau ein betrachtetes Radionuklid und beschreibt
dessen bezogene Aktivitat. Bei der Bestimmung mehrerer Ergebnisgrofen, die in einer
gegebenen Probe ermittelt werden, ist jede genau einem betrachteten Radionuklid
zugeordnet. Andere, wahrend der Messung nicht betrachtete Radionuklide kdnnen den
Wert der ErgebnisgroBe ebenfalls in Form von physikalischen oder radiochemischen

ISSN 1865-8725 Version Mai 2022

Messanleitungen fir die ,Uberwachung radioaktiver Stoffe in der Umwelt und externer Strahlung"”



CHAGR-ISO-01-05

Interferenzen oder als zusatzlicher, meist nicht vermeidbarer, Untergrundbeitrag beein-
flussen.

Wenn die wesentlichen EingangsgroBen, wie in Abschnitt 2.1.1 erldutert, normalverteilt
sind, ist auch die ErgebnisgroBe normalverteilt. Deshalb kdnnen alle Kennwerte oder cha-
rakteristischen Grenzen der ErgebnisgroBe aus deren Normalverteilung abgeleitet wer-
den. Ist die Annahme der Normalverteilung einer ErgebnisgréBe nicht gerechtfertigt, re-
prasentieren die mittels einer MC-Simulation erhaltenen Wert die Verteilung der Ergeb-
nisgroBe. Aus ihr kdnnen alle Kennwerte auBer der Erkennungs- und der Nachweisgrenze
berechnet werden. Die Verteilungen der Erkennungs- und der Nachweisgrenze werden
analog mit weiteren MC-Simulationen erzeugt.

2.2 GroBBen und Symbole

Seit Einfihrung der Normenreihe DIN EN I1SO 11929 werden die ehemals in diesen Mess-
anleitungen fur die Beschreibung von Nachweis- und Erkennungsgrenze verwendeten
Symbole nicht weiter genutzt. Das Symbol G erhalt folgende neue Bedeutung:

G Modellfunktion (Modell der Auswertung; Bestimmungsgleichung).

Anmerkung:

Die Berechnungen der Nachweis- und der Erkennungsgrenze erfolgen aus historischen Griinden teilweise
noch mit den GréBensymbolen nach Anhang A des Allgemeinen Kapitels GROSSE/EINHEIT dieser Messan-
leitungen. Bisher nicht auf DIN EN ISO 11929 umgestellte Messanleitungen sind weiterhin giltig.

Fur die mit der ErgebnisgroBe Y und der EingangsgroBe X verbundenen Parameter gilt:
X EingangsgroBe des Modells G(X;)) miti=1, ..., m;

Xj Werte der EingangsgroBen X;;

u(x;) dem Wert x; beigeordnete Standardunsicherheit der EingangsgroBe X;;

Y ErgebnisgroBe des Modells G(X;));

y Wert der ErgebnisgroBe Y;

u(y) dem Wert y beigeordnete Standardunsicherheit der ErgebnisgroBe.

Fur die KenngroBen und charakteristischen Grenzen nach DIN EN ISO 11929 werden
nachstehende Symbole verwendet:

y wahrer Wert der ErgebnisgroBe Y [8];

v Erkennungsgrenze fir die ErgebnisgroBe Y;

y*  Nachweisgrenze fiir die ErgebnisgréBe Y;

yT untere Vertrauensgrenze des probabilistisch symmetrischen Uberdeckungs-
intervalls fir die ErgebnisgroBe Y;

y© obere Vertrauensgrenze des probabilistisch symmetrischen Uberdeckungsinter-
valls fur die ErgebnisgroBe Y;
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y untere Vertrauensgrenze des kiirzesten Uberdeckungsintervalls fir die Ergeb-
nisgroBe Y;
Nig obere Vertrauensgrenze des kiirzesten Uberdeckungsintervalls fiir die Ergebnis-

groBe Y;

y bester Schatzwert fir die ErgebnisgréBe Y;
u(y) die dem besten Schatzwert y beigeordnete Standardunsicherheit.

Zum besseren Verstandnis der nachfolgenden Abschnitte werden zuséatzlich folgende
Symbole eingefihrt:

y' Teilergebnis fir die ErgebnisgroBe Y, das bei linearer Entfaltung eines impliziten
Teilmodells verwendet wird;
u(y) dem Wert y' beigeordnete Standardunsicherheit.

Wahrend die Normenreihe DIN EN ISO 11929, wie in der Metrologie Ublich, vorschlagt,
dass GroBen in den Modellgleichungen grundsatzlich durch GroBbuchstaben und deren
Werte durch Kleinbuchstaben reprasentiert werden, kann dies aufgrund der historischen
Entwicklung der in den Messanleitungen fir die ,Uberwachung radioaktiver Stoffe in der
Umwelt und externer Strahlung” nicht umgesetzt werden. In diesem Allgemeinen Kapitel
werden die Grundgleichungen der Modelle weitestgehend normgerecht behandelt, wah-
rend diese Unterscheidung nach Einsetzen der konkreten Symbole unterbleibt.

2.3 Modelle der Auswertung

Nach dem Supplement 2 des GUM [9] werden Modelle zur Auswertung in zwei Klassen
eingeteilt, explizite und implizite Modelle.

Die im Anwendungsbereich der Messanleitungen behandelten Verfahren gehdren nach
GUM zur Klasse der expliziten Modelle, wobei sie nochmals in direkt auswertbare Modelle
oder Uberbestimmte Systeme unterteilt werden.

Ist nur eine ErgebnisgroBe zu bestimmen, wird das Modell der Auswertung nach Teil 1
der DIN EN ISO 11929 [1] durch Gleichung (1) charakterisiert:

Y =G(Xy,...,X,) (M

Durch Einsetzen der Messwerte x; der EingangsgroBen in Gleichung (1) wird dann der

Wert der ErgebnisgroBe, das primare Messergebnis y, nach Gleichung (2) berechnet:
Yy =G4\, %m) (2)

Sind mehrere Ergebnisgrofen zu bestimmen, wird das Modell der Auswertung nach Teil 1
der DIN EN ISO 11929 [1] gilt Gleichung (3):
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Yk:Gk(Xll"'le) mit k:1,...,n (3)

Die Werte yy fur die ErgebnisgroBen Y, werden erhalten, indem Werte x; fir die m Ein-

gangsgroBen X; mit i =1, ..., m in Gleichung (4) eingesetzt werden:

Vi = Ge(xq,..., %) mit k=1,...,n 4)

2.3.1 Direkt auswertbares Modell

Bei diesem Modelltyp wird der Wert der ErgebnisgroBe anhand einer Modellfunktion
direkt aus den Werten der m EingangsgréBen berechnet. Wird diese Funktion zu uniiber-
sichtlich, kann sie in mehrere Hilfsgleichungen zerlegt werden.

Gleichung (5) entspricht dem einfachsten, direkt auswertbaren Modell. Darin sind zwei
EingangsgroBen Uber eine Differenz verknupft, wahrend der Faktor w — tGblicherweise als
Kalibrierfaktor bezeichnet — eine Funktion der tbrigen EingangsgréBen darstellt.

y=w-(x; —x3) mit w = f(X3, o) Xm) (5)

Anmerkung:

Der in der DIN EN ISO 11929 eingefiihrte Faktor w als Funktion der Ubrigen EingangsgroBen ist in den
Messanleitungen des Bundes als verfahrensbezogener Kalibrierfaktor ¢ definiert. In diesem Allgemeinen
Kapitel wird deshalb bei der allgemeinen Beschreibung das Symbol w verwendet, in den Beispielen, die auf
Messanleitungen des Bundes fuBen, jedoch das Symbol ¢.

In Gleichung (6) reprasentiert die Aktivitat den Wert der ErgebnisgroBe y. Sie wird Uber
die Werte der EingangsgroBen auf der rechten Seite direkt berechnet. Dabei ist die Ein-
gangsgroBe x; die Bruttozahlrate Ry, die Eingangsgrofe x, die Nulleffektzahlrate Ry und
der Faktor w der verfahrensbezogene Kalibrierfaktor ¢.

A=¢-(Ry—Ro) = ¢ "Ry (6)

Der Wert der Bruttozahlrate Ry,

Ry =R, + Ry ()

setzt sich nach Gleichung (7) aus verschiedenen Zahlratenbeitragen zusammen:

— dem Wert der Nulleffektzahlrate Ry und

— dem Wert der Zahlrate des Messpraparats R,

Da der Wert der Zahlrate des Messpréparats Ry, nicht direkt bestimmt werden kann, wird

er aus der Differenz der Bruttozdhlrate und der Nulleffektzahlrate Ry nach Gleichung (8)
berechnet. Diese wird Ublicherweise als Nettozahlrate R,, bezeichnet.
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szRb_Roan (8)

2.3.2  Uberbestimmtes System

In einem Uberbestimmten System liegen mehr Messungen als gesuchte ErgebnisgroBen
vor (siehe Abbildung 1). In diesem Fall kann der Wert der ErgebnisgroBe y nicht direkt
durch Einsetzen der Werte der EingangsgroBen in die Modellgleichung(en) berechnet
werden. Das zur Berechnung von y verwendete Standardverfahren ist das lineare Least-
squares-Verfahren, auch bekannt als Methode der kleinsten Quadrate bzw. als lineare
Entfaltung. Es wird bei einigen der in diesen Messanleitungen beschriebenen Verfahren
angewendet. Hierzu zahlen u. a. die simultane Bestimmung der Aktivitaten von Stron-
tium-89 und Strontium-90 unter Verwendung von Strontium-85 als Ausbeutetracer oder
die Entfaltung eines Doppelpeaks in einem Impulshéhenspektrum.

Grundsatzlich dient ein solches Gleichungssystem zur Ermittlung der ErgebnisgréBe
LAktivitat des Radionuklids r in einem Messpraparat zum Zeitpunkt der Messung”. Wenn
aber nicht die Aktivitat, sondern eine bezogene und zerfallskorrigierte Aktivitat bestimmt
werden soll, ist das Modell um eine zusatzliche Stufe zu erweitern, z. B. durch Einbezieh-
ung weiterer Korrektionen. Es wird in diesem Fall von einem zweistufigen Modell ge-
sprochen, das in Abschnitt 2.3.2.4 naher betrachtet wird [9: Abschnitt 6.2.2, Beispiel 3].

Liegt nur eine ErgebnisgroBe vor, fuhrt die Anwendung von Least-squares-Verfahren auf
den sogenannten gewichteten Mittelwert. Dieser wird aus den Werten der Zahlraten
berechnet, die mittels Korrektionen auf die Aktivitat dieses Radionuklids zu beziehen ist.

Das Least-squares-Verfahren erlaubt eine Auswertung auch dann, wenn mehrere Ergeb-
nisgroBen, d. h. ursachliche Effekte, zu den Messwerten der Nettozahlraten beitragen. Es
ist dann maoglich, die Werte der ErgebnisgroBen und die beigeordneten Standard-
unsicherheiten simultan zu ermitteln.

2.3.2.1 Vorbereitung der Zdhlratengleichungen

Im Fall einer einzigen Messung kann die Bruttozahlrate Ry, die sich aus den n Zahlraten-
beitragen der im Messpraparat vorhandenen Radionuklide zusammensetzt, nach Glei-
chung (9) aufgestellt werden.

n n
R, = Z Ry + Ry = 2 Rox + Ry )
k=1 k=1

Dabei sind wiederum nur die Werte der Zahlraten R, und R, direkt messbar.
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Zur korrekten Aktivitatsbestimmung der einzelnen Radionuklide miissen deren unbe-
kannte Zahlratenbeitrage R, quantifiziert werden. Hierflr stehen zwei Losungsansatze
zur Verfligung:

a) Nutzung der Zeitabhangigkeit der Bruttozahlrate durch wiederholte Messungen Ry ;

des Messpraparats, d. h. Aufnahme sogenannter Aufbau- bzw. Abklingkurven,

b) Nutzung der Energieabhangigkeit der Linienform oder Detektorresponsekurven.

Anmerkung:

Bei zeitlichen Kurvenverldufen ist darauf zu achten, dass sich die Kurven der Nettozahlraten der beteiligten
Radionuklide deutlich unterscheiden. Entsprechend ist die Gesamtdauer aller Wiederholungsmessungen
im Vergleich zu den Halbwertszeiten dieser Radionuklide nicht zu klein zu wahlen.

Im Fall der Zeitabhangigkeit wird fir jede Messung i eine Bruttozahlrate Ry,; nach Glei-
chung (10) erhalten:

n
Roi= ) Rupic+ Ry (10)
k=1

2.3.2.2  Aufstellung der Zihlratengleichungen anhand eines Beispiels

Aus einer Probe wird mittels radiochemischer Trennung das in der Probe enthaltene
Tochternuklid Yttrium-90 (Y-90) zu einem Zeitpunkt t = 0 von seinem Mutternuklid Stron-
tium-90 (Sr-90) abgetrennt. Das nur mehr Sr-90 enthaltende Messpraparat wird an-
schlieBend innerhalb eines langeren Zeitraums, der bis zu 20 Tagen betragen kann,
mehrfach gemessen. Durch den radioaktiven Zerfall des Sr-90 mit einer Halbwertszeit
tsr-90 VOn 28,8 Jahren baut sich im Messpraparat erneut Y-90 auf, das durch seinen
radioaktiven Zerfall mit einer Halbwertszeit ty.qo von 2,7 Tagen ebenfalls zu den Werten
der Bruttozahlraten beitragt. Wahrend der Zahlratenbeitrag des Sr-90 zeitlich nur sehr
langsam abnimmt, nimmt der Zahlratenbeitrag des Y-90 dagegen in sehr viel kiirzerer
Zeit deutlich zu.

Von den beiden in Abschnitt 2.3.2.1 genannten Lésungsansatzen wird hier der Lésungs-
ansatz a) gewahlt. Unter Berlcksichtigung der unbekannten Nettozahlratenbeitrage
Ry sr-90,; und Ry y.90,; andert sich Gleichung (10) zu Gleichung (11):

Ry = Ry,sr-90,i T Rny-90,i + Ro = Rni + R (1)
Damit kann die Nettozahlrate R, ; der Messung i nach Gleichung (12) aufgestellt werden.

Ryi = Rpi — Ry = Rysr—90,; + Rny—90, (12)
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Die beiden unbekannten Erwartungswerte der Nettozahlratenbeitrage E(Rysr-90,) und
E(Rny-90,) kdnnen nach den Gleichungen (13) und (14) auf ihre Aktivitaten zurlickgefihrt

werden.
E(Rnsr—90,1) = Asr—00 * Esr—op * € =90l = Ag o0 for_ a0 (13)
E(Rn,Y—90,i) = Ay_q99 " Ey_go (1 - e_AY_go'tA’i) = Ay_90 * fy—90,i (14)

Dabei bedeuten:
£Sr-90 Nachweisvermégen des Detektors fiir Strontium-90, in Bq'-s™”;
£Y-90 Nachweisvermégen des Detektors fiir Yttrium-90, in Bq™'s™;
Asr90  Zerfallskonstante von Sr-90, in s7";
Ay-90 Zerfallskonstante von Y-90, in s7";

fsr90;  zerfallskorrigierter inverser Kalibrierfaktor von Sr-90 fur die i-te Messung, in

Bq s
fr-90i  zerfallskorrigierter inverser Kalibrierfaktor von Y-90 fir die i-te Messung, in
Bq's:
tai Zeitspanne zwischen dem Zeitpunkt t =0 der Yttriumabtrennung und dem

Beginn der i-ten Messung, in s.

Der radioaktive Zerfall wahrend der Messdauer einer Einzelmessung wird in diesem Bei-
spiel zur Vereinfachung der Ausdriicke vernachlassigt.

In Gleichung (12) eingesetzt, wird fir die Nettozahlrate der Messung i Gleichung (15)

erhalten:
Ry; = E(Rn,i) = Agr—90 * fsr—90,i + Ay—a0 * fy—o0,i (15)

Da die Nettozahlraten R,; zufdllige Werte sind, kénnen die zwei Aktivitatswerte Ag;.q9
und Ay.gg bzw. die Erwartungswerte der Zahlraten alle Gleichungen i nur ndherungsweise
erfullen. Daher wird in Gleichung (15) anstelle eines Gleichheitszeichens das Ungefahr-

gleich-Zeichen verwendet.

Ausgehend von Gleichung (15) sind fir die Bestimmung der Aktivitaten von Sr-90 und
Y-90 mindestens zwei Messungen erforderlich. Um die Unsicherheiten dieser Aktivitaten
minimieren zu kénnen, sind jedoch deutlich mehr Messungen empfehlenswert.

2.3.23  Ubertragung der Zihlratengleichungen in die Matrixschreibweise

Liegen mehrere Messwerte fur Nettozahlraten aus mehreren Messungen vor, kann das
Gleichungssystem in verschiedenen Schreibweisen nach Tabelle 1 aufgestellt werden.
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Tab. 1: Zusammenstellung der mdglichen Schreibweisen fiir das Beispiel in Abschnitt 2.3.2.2
mit drei Messungen

Schreibweise 1 Schreibweise 2 Schreibweise 3
Gleichungssystem Matrixschreibweise Summenformel

Rn1 = Asr—90 " fsr—90,1 + Ay—o0 * fy—901

Ry fsr-001  fy—o0,1 A 2
Rz = Agr_o0 * fsr—002 + Ay—o0 * fy—00,2 Rpz | = | fsr—002 fy—o902 ( Sr_90> R, = Zﬁk <Ay

AY—9O
Rn,3 fSr—90,3 fY—90,3

Rn3 = Asr—o0 " fsr—903 + Ay—o0 * fy—90,3

Anmerkung:
In der Schreibweise 3 ist i der Laufindex der Messung und k der Index fiir die betrachteten Radionuklide.

Mit zunehmender Anzahl von Messungen werden die in Tabelle 1 zusammengestellten
Schreibweisen komplexer und unubersichtlicher. Ausgehend von der Schreibweise 2
lassen sich die Gleichungen vereinfacht in der allgemeinen Form der Matrixalgebra ent-
sprechend Gleichung (16) darstellen.

R=M-A (16)

Dabei bedeuten:

R Vektor der Nettozahlraten R, ; der Messungen;

M  Ansprechmatrix, bestehend aus den Proportionalitatsfaktoren, mit so vielen
Zeilen, wie Messungen durchgefiihrt wurden, und so vielen Spalten, wie Radio-
nuklide Beitrage zu den Zahlraten der Messungen liefern;

A Vektor der Aktivitaten A, der beteiligten Radionuklide.

Gleichung (16) ist in der Notation dieser Messanleitungen aufgestellt und entspricht in
der Notation der Normenreihe DIN EN ISO 11929 Gleichung (17).

xX=Ay (17)

Dabei bedeuten:
Vektor der EingangsgroBen;

A Ansprechmatrix mit so vielen Zeilen, wie Messungen durchgefiihrt wurden, und
so vielen Spalten, wie ErgebnisgréBen vorliegen;

y  Vektor der ErgebnisgroBen.

Anmerkung:
Die Notation der Normenreihe wird in diesem Allgemeinen Kapitel fir die allgemeinen Betrachtungen
verwendet.

Diese allgemeine Form erlaubt es, alle Rechenoperationen der Matrixalgebra Ubersicht-
lich darzustellen.
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Zur Veranschaulichung sind in Tabelle 2 beide Notationen einander gegentibergestellt.

Tab. 2: Gegenlberstellung der in den Gleichungen (16) und (17) verwendeten Matrixsymbole
und deren Bedeutung, nach Notation der Messanleitungen bzw. DIN EN ISO 11929

Messanleitungen DIN EN ISO 11929

R Vektor der Nettozahlraten der Messungen X Vektor der EingangsgroBen

M Ansprechmatrix, bestehend aus den Propor- | A Ansprechmatrix mit so vielen Zeilen, wie
tionalitatsfaktoren, mit so vielen Zeilen, wie Messungen durchgefiihrt wurden, und so
Messungen durchgefiihrt wurden, und so vielen Spalten wie Ergebnisgréen vorliegen
vielen Spalten, wie Radionuklide Beitrage zu
den Zahlraten der Messungen liefern

A Vektor der Aktivitaten der beteiligten Radio- | ¥ Vektor der ErgebnisgroBen
nuklide

2.3.24  Erweiterung zum zweistufigen Modell

Ist die im Messpraparat ermittelte Aktivitat nicht die gewlinschte ErgebnisgroBe, sondern
beispielsweise die spezifische Aktivitat oder Aktivitatskonzentration einer Probe zu einem
vorgegebenen Bezugszeitpunkt, mussen weitere von der Matrix A unabhangige, proben-
bezogene Parameter mit ihren Unsicherheiten berticksichtigt werden.

Dazu wird der mit Gleichung (17) erhaltene Vektor y in den Vektor y" umbenannt. An-
schlieBend wird ein neuer Ergebnisvektor y fur die gewlinschte ErgebnisgroBe eingeflihrt,
der das Matrixprodukt des Vektors y" mit einer diagonalen Matrix D ist, die die weiteren
von der Matrix A unabhangigen, probenbezogenen Parameter berticksichtigt. Gleichung
(18) zeigt diesen Zusammenhanag:

y=D-y =fu") (18)

Anmerkung:
Im Teil 3 der DIN EN ISO 11929 [3] wird dies mit der Gleichung y* = f(y) beschrieben.

3 Ermittlung der Standardunsicherheit der Ergebnisgro3e
3.1  Verfahren ohne lineare Entfaltung
3.1.1 Grundlagen der Unsicherheitsfortpflanzung

Das vollstandige Messergebnis besteht aus dem primaren Messergebnis y und dessen
beigeordneter Standardunsicherheit u(y). Letztere wird aus der Unsicherheitsfortpflan-
zung bestimmt. Sofern die EingangsgroBen voneinander sind, gilt Gleichung (19):

T 0G\2  (0G\2
u = Y (50) ) b we) =) (57) v (19
: axi c 0 i
i=1 i=1
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Die partiellen Ableitungen werden in der Normenreihe DIN EN ISO 11929 als Sensitivi-
tatskoeffizienten bezeichnet.

Sind die EingangsgréBen nicht unabhangig voneinander, muss Gleichung (19) um die
Beitrage der entsprechenden Kovarianzen nach Gleichung (20) erganzt werden.

w(y) =i(§—§)2 () +zmz_1 i Z—i-j—g-u(xi,x,-) (20

i=1 i=1 j=i+1

Hierin ist u(x; x;) die allgemeine Schreibweise flr eine Kovarianz zwischen den Messwer-

ten der beiden EingangsgréBen, haufig auch als cov (x; x;) geschrieben, wobei gilt:
u(x; %) = u(x;, x;)

u(x;, %) = u?(x;) fur i=j

Anmerkung:
Wegen der ersten dieser beiden Eigenschaften, der sogenannten Symmetrie, wird in Gleichung (20) die
Doppelsumme, die nur die Halfte der Terme fiir die Falle i # j umfasst, mit dem Faktor zwei multipliziert.

Weiterfiihrende Erlauterungen zur Berechnung von Kovarianzen finden sich in Anhang B.

3.1.2 Standardunsicherheit der ErgebnisgréBe in Abhangigkeit von der Anzahl
der EingangsgroBen fiir die Nettozahlrate

In den folgenden Abschnitten wird die Standardunsicherheit der ErgebnisgroBe in
Abhangigkeit von der Anzahl der EingangsgroBen fir die Nettozahlrate beschrieben.

3.1.2.1 Nettozihlrate mit zwei EingangsgroB3en

Das einfachste Beispiel flr ein explizites Modell ist die im Abschnitt 2.3.1 bereits vorge-
stellte Gleichung (5). Darin sind zwei Eingangsgrof3en Uber eine Differenz verknipft,
wahrend der Faktor w eine Funktion der Ubrigen EingangsgroBen — Ublicherweise als
Kalibrierfaktor bezeichnet — darstellt.

y=w-(x; —x3) mit w = f(X3, o) Xm)

Die Standardunsicherheit der ErgebnisgréBe u( y) setzt sich aus der Standardunsicherheit
des Faktors u(w) und aus der Standardunsicherheit der Differenz u(x; - x) zusammen

und wird, wie in Abschnitt 2.3.1 gezeigt, in quadrierter Form nach Gleichung (21) be-

rechnet.
uz(}’) = w? 'uz(x1 —x3) + (% — xz)z 'UZ(W) (21)
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m
mit u?(w) = w? Z uZy (%)
i=3

Wie auch in Gleichung (5) des Abschnitts 2.3.1, wird in Gleichung (21) fiir die Eingangs-
groBe x; die Bruttozahlrate Ry, fiir die EingangsgroBe x;, die Nulleffektzahlrate Ry und fiir

den Faktor w der verfahrensbezogene Kalibrierfaktor ¢ eingesetzt. Dies fihrt zu Glei-
chung (22).

u?(A) = *-u*(Ry) + R; - u?(@) = ¢* - u*(R, — Ry) + (R, — Rp)* - u*(9) (22)

Mit dem Zusammenhang u?(R;) = R;/t; wird die Standardunsicherheit der Aktivitat u(A4)
nach Gleichung (23) berechnet:

u(4) = jwz 2+ +rewe) @3)

3.1.2.2 Nettozadhlrate mit vier Eingangsgrof3en
Im Folgenden setzt sich die Nettozahlrate R, aus vier EingangsgroBen, x; bis x4, zusam-
men, die entsprechend Gleichung (24) miteinander verkniipft sind:

y=w-(x; —xX; — X3 Xy4) (24)

Damit kann eine Formel fur die Varianz der ErgebnisgréBe u?(y) nach Gleichung (25)
angegeben werden:

u?(y) = w? - [u?(xy) + u(xp) + x5 - u?(x3) + x5 - u?(xy)] +
(25)
+ (xy — X3 — x3 - x4)% - u?(w)

m
mit W) =w? - ) k(o)
i=5

Werden in den Gleichungen (24) und (25) fir die EingangsgréBen und die ErgebnisgroBe
konkrete GroBen eingesetzt, d. h. flir x; und x;, die Brutto- und die Nulleffektzahlrate, Ry,
und Ry, flr x3 ein Interferenzfaktor f; und fir x4 eine Tracerzadhlrate Rr,, werden die Glei-
chungen (26) und (27) erhalten:

A:(p'Rn:(p'(Rb_RO_fI'RTr) (26)
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u?(A) = ¢*-u*(Ry) + R; - u?(p) =
= @2 - [u*(Ry) + u*(Ro) + RE - v*(fy) + fi? - u*(Rro)] + 27)
+ (Ry = Ro — fi* Rrr)* - u? (o)

Mit dem Zusammenhang u?(R;) = R;/t; wird die Standardunsicherheit der Aktivitat u(A4)
nach Gleichung (28) berechnet:

u<A>=j¢2-(f—b+R—;’+R%r-u2<m+ﬁ2-ﬁ)w%-uzap) 28

m t tm

Wird Gleichung (26) nach der Bruttozahlrate aufgeldst und in die quadrierte Gleichung
(27) eingesetzt, wird Gleichung (29) erhalten.

A

5'1‘ R0+f1'RTr RO , , , RTr , )
+t_+RTr'u o+ A +A 'urel((p) (29)
0

tm

u?(4) = ¢?

tm

3.1.2.3  Standardunsicherheit der ErgebnisgroBe in allgemeiner Form

In den Abschnitten 3.1.2.1 und 3.1.2.2 wurde die Standardunsicherheit der Ergebnisgrofe
in Abhangigkeit von zwei bzw. vier EingangsgroBen fir die Nettozahlrate erlautert. Fur
den allgemeinen Fall mit beliebig vielen EingangsgroBen gilt fir die Varianz der Netto-
zahlrate u?(R,) Gleichung (30):

u?(Ry) =a, "R, + ag (30)
) 1
mit a; = — (31
tm
m 2
R{(x01, X0, - - - OR/
und ap = 0( Olt 02 ) +Z<a 0) uZ(in) (32)
m =1 Xoi

Die integrale Untergrundzahlrate R (xo1, Xo2, -.-) ist hierbei die Summe aus Nulleffektzahl-
rate und weiterer Untergrund- und Interferenzbeitrage.

Sind die EingangsgroBen im Kalibrierfaktor w = w(xy1, X2, ...) unabhangig von den Ein-
gangsgroBen der Nettozahlrate, kann die Varianz der Ergebnisgrofe nach Gleichung (33)
berechnet werden:
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W) = wh (B + R ) =wh (a4 a0 ) 457wl (w) 33

Die Gleichungen (29) und (33) haben bereits die Form u?(y) = f(y), die die in Abschnitt 4
beschriebene Unsicherheitsfunktion reprasentiert und gleichzeitig fur die Berechnung
der Erkennungsgrenze y* und der Nachweisgrenze y* notwendig ist.

Das allgemeine Verfahren fiir die Berechnung der Standardunsicherheit der Ergebnis-
groBe in Abhangigkeit von vielen EingangsgroBen ist in Teil 1 der DIN EN ISO 11929 [1:
Anhang D] detailliert beschrieben.

3.1.3 Standardunsicherheit der ErgebnisgroBe bei zufilligen, nicht im Modell
abgebildeten EinflussgroBBen

Wenn der Effekt zufalliger EinflussgroBen, die im Modell der Auswertung nicht abgebildet
werden kénnen, quantifiziert werden soll, muss dies durch Mehrfachbestimmungen erfol-
gen. Nach der Normenreihe DIN EN ISO 11929 sind dazu mindestens vier voneinander
unabhangige Messungen eines Messpraparats bzw. vier Analysen von Aliquoten einer
Probe erforderlich. Anhang A dieses Allgemeinen Kapitels gibt hierzu weitere Informa-
tionen.

Sind die erhaltenen Werten x; mit i = 1, ..., m und m > 3 normalverteilt, werden der arith-
metische Mittelwert und dessen Unsicherheit nach Gleichung (34) beziehungsweise Glei-
chung (35) berechnet [10: Anhang C].

£= i % (34)

i=1

2()_1 1 m( _)2_1 m-1 i
= —3zlxlx_mm—3s (35)
i=
mit g2 = 2z —0)°
m—1

Handelt es sich bei den Messwerten x; speziell um poissonverteilte Impulsanzahlen N;,
sind die Gleichungen (36) und (37) anzuwenden [1: Anhang A, 10: Anhang CI:

I R (36)
N=— Z N;
m ]
=1
m
1 (_ m—-1 _ _ (37)
u2(N) = —- <N+ N+ ZN-N)Z)
m m — —
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3.2 Verfahren mit linearer Entfaltung

Bei Verwendung von Verfahren mit linearer Entfaltung mussen fiir die Berechnung der
ErgebnisgroBen zuerst die Standardunsicherheiten der Ergebnisgrof3en ermittelt werden.

Der Zusammenhang zwischen den Werten der EingangsgréBen x; und den Werten der
gesuchten ErgebnisgroBen yy ist in Gleichung (38) angegeben und entspricht der

Schreibweise 3 in Tabelle 1.
n
X = ) Pt i 38)
k=1

In Matrixschreibweise wird dies durch Gleichung (17) ausgedrtickt, x = A - y'. Die Matrix
A entspricht der Matrix der Schreibweise 2 in Tabelle 1.

Die bekannten Standardunsicherheiten der EingangsgréBen und ihre Kovarianzen wer-
den in einer Matrix Uy zusammengefasst. Des Weiteren werden die partiellen Ableitungen
Ajx = 0X;/0Y, der EingangsgroBen X; des Modells der Auswertung G(X;) berechnet und als
Ansprechmatrix A bereitgestellt.

Dieses Gleichungssystem ist nach den auf der rechten Seite stehenden y' = (y1,y2, ...)T
aufzulésen. Dazu wird die Methode der kleinsten Quadrate verwendet. Diese basiert auf
der Minimierung der in der Gleichung (39) formulierten Summe des Chi-Quadratwertes y?
der mit 1/u?(x;) gewichteten Quadrate der Abweichungen [x; - (4 -y')i]:

x=x-A-y) U7 () - (x—A-y) (39)

Dazu werden die partiellen Ableitungen dieser Summe von Abweichungsquadraten nach
vi gleich null gesetzt, was zu den sogenannten Normalgleichungen fihrt [11, 12]. Aus

ihnen folgen die Gleichungen (40) und (41) als ,Losung” vonx = A4 - y":
Y =6(x)=U, A" U;'(x) x (40)
mit Uy = (AT-Uz'(x)-A) (41)

Die Unsicherheitsmatrix Uy(x) ist durch Gleichung (42)

u?(xy) - cv
U, (x) = ( P : ) 42)
cv o u?(x)
Ry (i R
mit u?(x;) = u?(R, (1)) = b(®) + =2
tn | to
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und den Kovarianzen cv = cov [Ry(i), Ru(j)] = Ro/to gegeben, die dann auftreten, wenn von

allen Werten der Bruttozahlraten immer derselbe Wert der Nulleffektzahlrate abgezogen
wurde.

Die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate entsprechend der Gleichungen (40)
und (41) flhrt in Gleichung (43) zum Vektor z der gefitteten Werte der EingangsgrofBen x:

z=Ay (43)
Die z beigeordnete Unsicherheitsmatrix U, ist in Gleichung (44) beschrieben:
U, =AUy A (44)

Der Vergleich der angepassten Werte fur die EingangsgrofRe mit den gemessenen Werten
erfolgt anhand des Chi-Quadratwertes. Je kleiner der nach Gleichung (45) berechnete
Chi-Quadratwert ist, desto besser ist die Anpassung:

Xoin=@—2)T- U1 (%) (x — 2) (45)

Die vorstehenden Ausfiihrungen gelten sowohl fiir den genau bestimmten Fall, bei dem
die Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten gleich ist, d. h. die Matrix 4 quadratisch
ist, als auch fur den Uberbestimmten Fall, bei dem mehr Gleichungen als Unbekannte
vorliegen, d. h. 4 nicht-quadratisch ist.

Anmerkung:

Fir die Bestimmung von n Ergebnisgroen werden m = n Messungen benétigt. In der Praxis werden in der
Regel deutlich mehr Messungen als gesuchte ErgebnisgréBen durchgefiihrt, wodurch die Anpassung zu
einer Verringerung der Standardunsicherheiten der ErgebnisgroBen fihrt.

Zur Berechnung der Werte und Standardunsicherheiten der ErgebnisgroBen wird auf
Abschnitt 2.3.2.3 sowie auf Anhang C verwiesen.

4 Berechnung der Standardunsicherheit eines angenommenen
wahren Werts der ErgebnisgroBBe

Zur Ermittlung der Erkennungs- und der Nachweisgrenzen sind nach dem Konzept der
Normenreihe DIN EN ISO 11929 bestimmte Werte fiir die Ergebnisgroe y anzunehmen.
Jeder Wert y wird wie ein wahrer Wert behandelt. Ihm wird eine Standardunsicherheit
u(y) beigeordnet.

Die Standardunsicherheit u(y) der ErgebnisgroBe y ist zunachst eine Funktion der Ein-
gangsgroBen und deren Unsicherheiten. Der Wert y fiir die ErgebnisgroBe ist bekannt,
kommt aber in Gleichung (33) zur Berechnung von u(y) nicht explizit vor. Deshalb ist es
notig, den angenommenen Wert y auf den Wert derjenigen Eingangsgrole abzubilden,
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die den Probenbeitrag zur Messung reprasentiert. Das ist die Bruttozahlrate mit dem zu
y korrespondierenden Wert Ry,

In den folgenden zwei Abschnitten wird erlautert, wie u(y) auf den Wert y zurlickgefiihrt
wird. Die Gleichung u(y) = f(y) wird als Unsicherheitsfunktion bezeichnet.

Das auf diesem Weg erhaltene Wertepaar [y, @i(y)] wird im Rahmen einer zur Bestim-
mung der Nachweisgrenze notwendigen Iteration dazu verwendet, die Konvergenz der
Iteration festzustellen; siehe hierzu auch Abschnitt 5.2.

Fur die Ermittlung der Erkennungsgrenze wird j = 0 gesetzt, was in der Regel gleichbe-
deutend mit R, = Ry ist; siehe hierzu auch Abschnitt 5.1. Mit dem so erhaltenen Wert der

Unsicherheitsfunktion wird der Wert der Erkennungsgrenze berechnet.

Falls die Unsicherheitsfunktion @(y) nicht mehr analytisch beschrieben werden kann,
muss auf eine Interpolation zwischen zwei bekannten Werten der Standardunsicherheit
ausgewichen werden. Weitere Erlauterungen beziiglich der Vorgehensweise finden sich
in Teil 1 der DIN EN ISO 11929 [1].

4.1 Verfahren ohne lineare Entfaltung

Es wird angenommen, dass von mehreren EingangsgroBen die EingangsgroBe x; die
Bruttozahlrate Ry, ist. Die dieser EingangsgroBe x; beigeordnete Standardunsicherheit
u(x1) wird im Teil 1 der DIN EN ISO 11929 [1] als h(x1) bezeichnet und lasst sich flr

X1 = Ry, als eine Funktion der Messdauer t,, nach Gleichung (46) darstellen.

R
h(x;) = u(Ry) = | (46)

tm
Die Modellgleichung fir den Fall aus Abschnitt 3.1.2.1
y=w-(% -x) bzw. F=w-(Ry—Ry) (47)

wird nach %, = R, aufgelost:

+ R, (48)

S =2

il = Z + x2 bZW. ﬁb =
w

Nach Einsetzen von Gleichung (48) fur Ry, in Gleichung (21) folgt die Gleichung (49) fur
die Unsicherheitsfunktion () =f(y):

y
225) = w2 (W2 Sopy (1) w2 (w) (49)
tm tO

w
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In Abschnitt 3.1.2.3 wurde bereits die allgemeine Form hinsichtlich der Berechnung der
Standardunsicherheit der ErgebnisgroBe erlautert. Die dort eingefiihrte Gleichung (33)
wird in , Tildenform” als allgemeine Gleichung (50) fiir die Standardunsicherheit eines an-
genommenen wahren Wertes der ErgebnisgroBe verwendet:

y
w

2@ =w? (a2 + a0) + 37wk W) (50)

4.2 Verfahren mit linearer Entfaltung

Enthalt das Modell der Auswertung der ErgebnisgroBe y die lineare Entfaltung gemaB
Abschnitt 2.3.2 als erste Stufe, flihrt deren Anwendung zu dem Teilergebnis y'.

Der Zusammenhang zwischen den angenommenen wahren Werten y und den ange-
nommenen wahren Werten der Teilergebnisse y'ist in Gleichung (51) veranschaulicht.

y=D1'y (57)

Bei Verfahren mit linearer Entfaltung wird zur Ermittlung der Unsicherheitsfunktion eines
Teilergebnisses i1 (') entsprechend Abschnitt 4.1 vorgegangen, wobei schrittweise jedes
Element des Vektors y' betrachtet werden muss. Dabei wird in y' der Wert y; durch
V1 =y1/D;; ersetzt, wahrend die restlichen Elemente des Vektors y3, ..., y, unverandert
bleiben. Dieses Vorgehen fihrt zu einem modifiziertem Vektor y' = (1, J2, ... yn)T, mit

dem ein neuer Vektor X fir die EingangsgréBen nach Gleichung (52) berechnet wird:
¥=A4-y (52)

Es ist hierbei zu beachten, dass sich bei Anderung eines der Elemente des Vektors j'
gleichzeitig alle Elemente X; des Vektors X andern. Im Anwendungsbereich dieser Mess-
anleitungen sind dies beispielsweise die Nettozadhlraten R,(i) bei der Auswertung einer
Abklingkurve.

In Abschnitt 3.2 wurde die Unsicherheit Uy in Gleichung (41) hergeleitet. Die Unsicher-
heitsfunktion der modifizierten Eingangswerte wird mit Gleichung (53) in Analogie zu
Gleichung (42) berechnet.

N u?(%,) - cv
U,(® = ( : : : ) (53)
cv e u?(%,)
, - R,(i) R, R
mit u?(%) = u?(R, () = 0@ | Ro Ko
tm tO tm
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AnschlieBend wird Gleichung (53) in Gleichung (41) eingesetzt, um die gesuchte Un-

sicherheitsfunktion l7yv, siehe Gleichung (54) , zu erhalten.
- — -1
Uy = (AT-U:* (%) - A) (54)

Um die Unsicherheitsfunktion Uy in Abhangigkeit von dem angenommenen Vektor y
nach Gleichung (55) aufzustellen, wird die rechte Seite der Gleichung (52) in Gleichung
(54) eingesetzt.

- - — -1
Uy =(AT-U;'(A- 5) - A) (55)
Zur Berechnung der Werte und Standardunsicherheiten der ErgebnisgréBen wird auf Ab-
schnitt 2.3.2.3 sowie auf Anhang C verwiesen.

5 Festlegung der charakteristischen Grenzen und Beurteilung der
ErgebnisgroBBe

Die ermittelte ErgebnisgroBe ist zur Beantwortung der in Abschnitt 1 gestellten Fragen
aufBer Uber ihre Standardunsicherheit noch mit Hilfe weiterer charakteristischer Grenzen
zu beurteilen. Die in diesem Zusammenhang bendtigten Quantile der Normalverteilung
und deren Festlegung im Anwendungsbereich dieser Messanleitungen sind in Abschnitt
5.3.4 zusammengestellt.

5.1 Festlegung der Erkennungsgrenze

Die Antwort auf die Frage ,Wurde eine Aktivitat in der Probe erkannt?” gibt die Erken-
nungsgrenze.

Die Erkennungsgrenze y" ist als der Schatzwert einer nicht-negativen MessgroBe defi-
niert, bei dessen Uberschreitung angenommen wird, dass ein physikalischer Effekt vor-
liegt; andernfalls, dass dieser Effekt nicht vorliegt. Liegt der physikalische Effekt in Wirk-
lichkeit nicht vor, fihrt diese Entscheidungsregel hochstens mit der vorgegebenen Wahr-
scheinlichkeit a zu der dann falschen Entscheidung, der Effekt liege vor.

Die Erkennungsgrenze wird berechnet, indem das (1 - a)-Quantil der zu dem angenom-
menen wahren Wert des primaren Messergebnisses j = 0 gehdrenden Verteilung nach
Gleichung (56) verwendet wird.

Y =ki_q - u(0) (56)

In Abbildung 2 stellt die Verteilungsdichte f(y|y = 0) diesen Sachverhalt dar.
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fro1y) 1

frly =0)

froly =y"

0 y*oyt y—

Abb.2:  Zusammenhang zwischen Erkennungs- und Nachweisgrenze, y* und y*, und den
Wahrscheinlichkeiten a und g anhand von Verteilungsdichtekurven (siehe Anhang A)

Fur den allgemeinen Fall nach Abschnitt 3.1.2.3 gilt fir die Berechnung der Standard-
unsicherheit fir den angenommenen wahren Wert y = 0 Gleichung (57):

i(0) =w-.fa, (57)

5.2 Festlegung der Nachweisgrenze

Zur Beantwortung der Fragen ,Ist das verwendete Messverfahren fiir den Messzweck
geeignet?” und ,Werden vorgegebene Grenz- und Richtwerte, z. B. Genehmigungswerte,
sicher eingehalten?” wird die mit dem fir die Bestimmung des Messergebnisses ange-
wendeten Verfahren erreichte Nachweisgrenze ermittelt.

Die Nachweisgrenze y# ist definiert als der kleinste wahre Wert einer MessgroBe, der mit
einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit g durch das Messverfahren erkannt wird.

Der Wert der Nachweisgrenze ist die Losung der impliziten Gleichung (58):
Y=y +kip-u(y") (58)

Dabei entspricht das (1 - f)-Quantil der zu dem angenommenen wahren Wert y*# geho-
renden Verteilung genau der Erkennungsgrenze y°, wobei immer y* gréBer oder gleich
y" gilt. Dieser Sachverhalt wird in Abbildung 2 durch die Verteilungsdichte f(y|y = y*)
veranschaulicht.
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Gleichung (58) ist eine implizite Gleichung, deren rechte Seite selbst von y* abhangt und
nur dann gel6st werden kann, wenn die relative Standardunsicherheit des Faktors w den
Wert 1/kq., unterschreitet.

Bei Einhalten dieser Randbedingung kann Gleichung (56)
— in jedem Fall durch iterative Verfahren oder
— explizit, wenn gleichzeitig die Randbedingungen nach Abschnitt 2.3.1 erfillt sind,

geldst werden.

Bei der Anwendung iterativer Verfahren wird folgenderweise vorgegangen:
— Eine Anfangsndherung j# wird anstelle von y# in die rechte Seite von Gleichung (58)

eingesetzt, wobei der Index i den gerade durchgefiihrten Iterationsschritt beschreibt.
Die Berechnung der Unsicherheitsfunktion @(j#) erfolgt nach Abschnitt 4. Als An-
fangsnaherung wird Ublicherweise nachfolgender Wert verwendet:
=y (ke + k1—ﬁ)/k1—a

— Daraus ergibt sich eine verbesserte Naherung:
yf =y +kipg- u(f’g)

— Diese wird im nachsten Schritt der Iteration als y7 erneut in Gleichung (58) eingesetzt:
55 =y + kg uGl)

— Die Iteration wird so lange wiederholt, bis sich zwei aufeinanderfolgende Werte um

i

weniger als 107 - j# unterscheiden (Konvergenzkriterium).

Bei der expliziten Lésung wird Gleichung (50) in die quadrierte Gleichung (58) eingesetzt,
wobei y gleich y* ist. Die Nachweisgrenze wird dann mittels Gleichung (59) berechnet:

* 2
# y l/) 0 ( kl—ﬁ)
= 1+ [1-—(1- (59)
¥ "8 j P\ kL,

Dabei werden fir die Losung der Gleichung (59) die HilfsgroBen 6 und i mit der Defini-
tion fir a; nach Gleichung (31) im Abschnitt 3.1.2.3 entsprechend der Gleichungen (60)
und (61) verwendet.

0 =1—ki_p (W) (60)
K2
¢=1+20ﬁmfw) (61)

Nahert sich die relative Standardunsicherheit des Faktors w dem Wert 1/ky.,, gibt es
keine Losung fir die Gleichung (58), da 6 in Gleichung (60) null oder negativ wird. Bei der
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iterativen Losung dieser Gleichung tritt dann beispielsweise keine Konvergenz ein. In
diesem Fall wird die Anwendung einer MC-Simulation empfohlen.

Anmerkung:

Die Erkennungs- und die Nachweisgrenze sind durch eine Zerfallskorrektion auf den Referenzzeitpunkt,
z. B. der Probeentnahme oder der Mitte eines ldngeren Sammelzeitraumes, zu beziehen. Diese Korrektion
ist in den verfahrensbezogenen Kalibrierfaktor ¢ zu integrieren. Detaillierte Informationen zur Zerfalls-
korrektion sind im Abschnitt 9.4 des Allgemeinen Kapitels y-SPEKT/GRUNDL dieser Messanleitungen zu
finden.

5.3 Festlegung der Uberdeckungsintervalle

Nach der Normenreihe DIN EN ISO 11929 werden zur Ermittlung eines Uberdeckungs-
intervalls alle bereits vor der Messung verfligbaren Informationen, die sogenannten
a priori Informationen, herangezogen. Das Uberdeckungsintervall enthalt den wahren
Wert der nicht-negativen ErgebnisgroBe mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit
(1 -7). Ubliche Werte fiir diese Wahrscheinlichkeit sind in Tabelle 3 im Abschnitt 5.3.4
angegeben. Dies muss bei der Betrachtung der Grenzen des Uberdeckungsintervalls
sowie des besten Schatzwerts berlcksichtigt werden.

Anmerkung:
Der beste Schitzwert und dessen Standardunsicherheit werden unabhingig von der Art des Uber-
deckungsintervalls berechnet.

Die alleinige Festlegung auf eine vorgegebene Wahrscheinlichkeit (1 - y) definiert das
Uberdeckungsintervall jedoch nicht eindeutig. Zur Bestimmung der Lage des Uber-
deckungsintervalls im Bereich moglicher Werte der ErgebnisgroBe sind weitere Bedin-
gungen erforderlich, die zu zwei haufig genutzten Ansatzen fiir die Berechnung des Uber-
deckungsintervalls fihren: zum ,probabilistisch symmetrischen Uberdeckungsintervall”
beziehungsweise zum ,kiirzesten Uberdeckungsintervall”. Ein Vergleich beider Ansatze
ist in Abbildung 3 dargestellt.

Anmerkung:
Im Rahmen dieser Messanleitungen wird (blicherweise das probabilistisch symmetrische Uberdeckungs-
intervall verwendet.
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Abb. 3:  Vergleich zwischen probabilistisch symmetrischem und kiirzestem Uberdeckungs-
intervall am Beispiel einer asymmetrischen Verteilungsdichte, die vollstandig im posi-
tiven Bereich liegt. Die gestrichelte horizontale Linie zeigt, dass die Funktionswerte
der Intervallgrenzen beim kiirzesten Uberdeckungsintervall gleich groB sind.

In den folgenden Abschnitten wird nur auf GauBB-Normalverteilungen, wie sie in Teil 1 der

DIN EN ISO 11929 [1] verwendet werden, eingegangen. Diese Verteilungen dirfen auch

beim Wert Null abgeschnitten werden, da negative ErgebnisgréBen physikalisch ausge-

schlossen sind. Die Flache w unter der GauBkurve vom Wert 0 bis 4+ errechnet sich nach

Gleichung (62)

e
w:\/21-_11_[0 e_%dv=¢($> (62)

mit v als Integrationsvariable.
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Wird der beste Schatzwert im Rahmen von MC-Simulationen ermittelt, liegen diskrete
Verteilungen vor, die auch asymmetrisch sein kdnnen [2]. In diesen Fallen konnen die
nachfolgend beschriebenen Verfahren zur Ermittlung der Intervallgrenzen nicht mehr
angewandt werden. Es werden dann Quantile aus verteilungsfreien statistischen Ver-
fahren fiir deren Berechnung eingesetzt, wie sie beispielhaft im Anhang D.3 Anwendung
finden.

5.3.1 Probabilistisch symmetrische Uberdeckungsintervalle

Das Uberdeckungsintervall heiBt probabilistisch symmetrisch, wenn der wahre Wert der
ErgebnisgroBe mit derselben Wahrscheinlichkeit von y/2 unter- beziehungsweise ober-
halb dieses Intervalls liegt. Dabei liegen die Intervallgrenzen in der Regel weder symme-
trisch um die ErgebnisgroBe y noch um den besten Schatzwert .

In Abbildung 4 wird dies verdeutlicht, wobei

— die blaue Punkt-Strich-Funktion fy(y) der a-priori-Wahrscheinlichkeit des nicht-
negativen wahren Wertes y entspricht.

— die schwarz gestrichelte Linie fy(y|y) der auf 1 normierten Dichte der Normalver-
teilung entspricht, die das Auftreten des wahren Wertes y charakterisiert, wenn zur
ErgebnisgroBe Y der gemessene Wert y und die Unsicherheit u(y) gegeben sind
(,Likelihood-Funktion”).

— die durchgezogene rote Linie der Funktion fy(J|y, Y = 0) entspricht. Sie entsteht aus
dem positiven Anteil der der schwarz gestrichelten Funktion durch Multiplikation mit
der HilfsgroBe 1/w. Die Flache unter der Funktion wird dadurch auf 1 normiert.

— die linke, grau schraffierte Flache unter der roten Funktion diejenige Flache darstellt,
in der sich mit einer Wahrscheinlichkeit von y/2 der wahre Wert der ErgebnisgroBe
unterhalb der unteren Grenze des Uberdeckungsintervalls y= befindet.

— die rechte, grau schraffierte Flache unter der roten Funktion diejenige Flache darstellt,
in der sich mit einer Wahrscheinlichkeit von y/2 der wahre Wert der Ergebnisgrof3e
oberhalb der oberen Grenze des Uberdeckungsintervalls y> befindet.
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(&)

Abb. 4:  Bildliche Darstellung der Verteilungsdichte der ErgebnisgroBe y und des besten
Schatzwerts y sowie der Grenzen des probabilistisch symmetrischen Uberdeckungs-
intervalls, y= und y=, in Abhédngigkeit von der Wahrscheinlichkeit y.

Die Berechnung der unteren und der oberen Grenze des Uberdeckungsintervalls, y= und
y©, erfolgt unter Einbeziehung der in Abbildung 3 schwarz gestrichelten Funktion unter
Verwendung der Quantile k, und k, der standardisierten Normalverteilung sowie der
HilfsgroBe w nach den Gleichungen (63) bis (68). Deren Herleitung wird in Anhang F.3.2
gezeigt. Dabei gilt

a) fur die untere Grenze des Uberdeckungsintervalls:

yi =y —ky-uly) (63)
. y—y°
t k,= =1 64
und p=w-(1—g) (65)
Anmerkung:

Fur die untere Grenze y~ wird die Flache unter der GauBkurve von 0 bis +oo betrachtet, die w entspricht
und kleiner als 1 ist. Von dieser Flache wird der mit w gewichtete Wert von y/2 abgezogen. Damit berechnet
sich die Flache p oberhalb der unteren Grenze y~ zu (w - w - y/2) beziehungsweise zu w - (1-v/2) und
entspricht damit Gleichung (65).
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b) fir die obere Grenze des Uberdeckungsintervalls:

yo=y+ks uly) (66)

mit kg =®7'(q) (67)

und q=1—w-g (68)
Anmerkung:

Fur die obere Grenze y~ wird die Flache unter der GauBkurve von —oo bis +co betrachtet, die dem Wert 1
fur w entspricht. Von dieser Fldche wird wiederum der mit w gewichtete Wert von y/2 abgezogen. Damit
berechnet sich die Flache g von —oo bis y* zu (1 - w - y/2) und entspricht damit Gleichung (68).

Die Intervallgrenzen liegen selten symmetrisch zu y oder zum besten Schatzwert y. Je-
doch entsprechen die Wahrscheinlichkeiten, dass die ErgebnisgroBe kleiner, y<, oder
groBer, y=, ist, beide y/2. Weiterhin gilt die Beziehung: 0 < y= < y*.

Liegt die GauBkurve, wie in Abbildung 3 dargestellt, vollstandig im positiven Bereich, d. h.
y ist groBer oder gleich 4 - u(y), entsprechen die Flachen p und q jeweils einem w-Wert
von 1. Damitist p = q = 1 -y/2 und es gelten fir die Grenzen des Uberdeckungsintervalls
die zu y symmetrischen Naherungen nach den Gleichungen (69) und (70):

y<=y—kkgu@) (69)

Y=y tk yuly) (70)

5.3.2 Das kiirzeste Uberdeckungsintervall

Im Gegensatz zum probabilistisch symmetrischen Uberdeckungsintervall, das niemals
den wahren Wert Null enthilt, kann das kiirzeste Uberdeckungsintervall diesen Wert ent-
halten, wenn die relative Standardunsicherheit der ErgebnisgréBe groB ist. Bei einer vor-
gegebenen Wahrscheinlichkeit (1 - y) kénnen die oberen Grenzen der beiden Uberdeck-
ungsintervalle unterschiedliche Werte annehmen.

Dieses Uberdeckungsintervall ist das kiirzeste aller méglichen Intervalle, das die Wahr-
scheinlichkeit (1 - y) abdeckt. Fur eine detaillierte Erlauterung wird auf Anhang F.3.3 ver-
wiesen.
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fr@) Thrmrmm e o _

y<=0

Abb.5:  Bildliche Darstellung der Verteilungsdichte der ErgebnisgroBe y und des besten
Schatzwerts y sowie der Grenzen des kiirzesten Uberdeckungsintervalls, y< und y~, in
Abhangigkeit von der Wahrscheinlichkeit y.

Der am linken Rand der Verteilung abgeschnittene Anteil der Werte kann auch Null sein.
Seine Intervallgrenzen, y< und y~, werden aus dem primaren Messergebnis y und dessen
beigeordneter Standardunsicherheit u(y) sowie unter Verwendung der Hilfsgroe w nach
den Gleichungen (71) bis (73) berechnet.

yS=y—ky - ul®) (71)
y> =y +k, ul) (72)
mit p=1t@ d-¥ (73)
2
Anmerkung:

Wegen der Symmetrie der vollstandigen GauBkurve (gestrichelt in Abbildung 5) ist die eine Bedingung,
dass die Funktionswerte an den beiden Grenzen gleich hoch sind, automatisch erfillt. Nach der anderen
Bedingung soll die Wahrscheinlichkeit (Flache) des zentralen Bereichs zwischen den Grenzen gleich (1 -y)
sein. Deren beide Halften, links und rechts vom primaren Messergebnis y, sind, ebenfalls wegen der Sym-
metrie, gleich groB. Die Wahrscheinlichkeit der rechten Hélfte des Zentralbereichs ist also (1- y)/2,
herunter zu gewichten mit w; der rechte Rand dieser Halfte liegt schon bei k,. Die gesamte Wahrschein-
lichkeit links vom primaren Messergebnis ist 1/2. Wird zu dieser w - (1 - y)/2 addiert, wird die zu k,
gehorende Wahrscheinlichkeit p=1/2 + w - (1 - y)/2 erhalten. Diese entspricht Gleichung (73).

Wenn die untere Grenze des kirzesten Uberdeckungsintervalls kleiner als Null ist, wird
die untere Grenze auf den Wert Null verschoben und es gelten die Gleichungen (74) bis
(76).
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y<=0 (74)
y> =y +ks ul) (75)
mt g=1—w-y (76)

5.3.3 Unterschiede zwischen den Uberdeckungsintervallen anhand eines
Rechenbeispiels

Der Unterschied zwischen den Uberdeckungsintervallen wird im Folgenden anhand eines
Rechenbeispiels aufgezeigt. Die Ausgangswerte flir das Rechenbeispiel wurden der
Literatur [2: Bild B.2] entnommen:

y = 3 Bq; u(y) = 2,5Bq;
y = 0,1.

Nach Gleichung (62) berechnet sich die Flache unter der GauBkurve von 0 bis +oco:
w = 0,8849
Mit diesen Zahlenwerten werden nach den Gleichungen (63) bis (68) fiir das probabi-
listisch symmetrische Uberdeckungsintervall folgende Werte erhalten:
0,1
p = 0,8849 - (1 — 7) = 0,8407
kp = ®71(0,8407) = 0,9973

y?=3-09973-2,5=0,5068

0,1
q=1-08849 - — = 09558
kg = ®71(0,9558) = 1,704
Y™ =3 41,704 2,5 = 7,260

Die Lange des probabilistisch symmetrischen Uberdeckungsintervalls berechnet sich
dann zu:

Aypiy = 7,260 — 0,5068 = 6,753

Fir das kiirzeste Uberdeckungsintervall lassen sich nach den Gleichungen (71) bis (73)
die nachstehenden Werte berechnen:

~1+0,8849-(1-0,1)
N 2

p = 0,8982
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k, = ®1(0,8982) = 1,2710
y<=3-1,2710-2,5 = —0,1775

Da die untere Grenze des kiirzesten Uberdeckungsintervalls y< kleiner als Null ist, gelten
die Gleichungen (74) bis (76):

q=1-08849-0,1 =0,9115
kq, = ®~1(0,9115) = 1,350
y~ =3+1,350-2,5= 6,375
Die Lange des kiirzesten Uberdeckungsintervalls berechnet sich dann zu:

Ay = 6,375 — 0 = 6,375

5.3.4 Quantile der Standardnormalverteilung zu gegebenen Wahrscheinlich-
keiten a, fund y

Zur Berechnung der charakteristischen Grenzen nach den Abschnitten 5.1 bis 5.4 werden
Quantile der Standardnormalverteilung zu gegebenen Wahrscheinlichkeiten benétigt.
Die Werte der gewahlten Wahrscheinlichkeiten hangen primar vom Messzweck ab.

In Tabelle 3 sind die typische Wertepaare von Quantilen der Standardnormalverteilung
zu vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten zusammengefasst, die in der dazugehdrenden
Abbildung 6 dargestellt werden.

Tab. 3: Quantile k, der Standardnormalverteilung flr ausgesuchte Werte a, g und y der
Wahrscheinlichkeit p

einseitige Betrachtung zweiseitige Betrachtung
p, in % Quantile kj, p. in % Quantile kp
a B 1-a, Ki-a 14 -y 1-y/2 ki-ys2
1-p ki-p

16 84 0,994 32,6 68,4 84,2 1,000

5 95 1,645 10 90,0 95 1,645

1 99 2,326 5 95,0 97,5 1,960

0,135 99,865 3,000 0,26 99,74 99,87 3,000
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Abb. 6: Quantile ky, der Standardnormalverteilung, wobei die Wahrscheinlichkeit p den Wert
(links, ,einseitige Betrachtung”) bzw. den Wert y/2 oder 1 - y/2 (rechts, ,beidseitige
Betrachtung”) annimmt; p umfasst jeweils das Integral von —oo bis k.

Anmerkung:
Die Berechnung des Quantils k, zur Wahrscheinlichkeit p kann Gber die in Excel® — geprift fiir die Versionen

2010 bis 2019 — hinterlegte statistische Formel NORM.INV(p; O; 1) erfolgen, die Flache w unter der Kurve
Gber die Formel NORM.S.VERT(y/u(y); wahr).

In diesen Messanleitungen wird im Anwendungsbereich von Immissionsmessungen
— flr die Wahrscheinlichkeit « der Wert von 0,14 % und fiir das dazugehdrige Quantil
ki - der Wert 3,000,

— fiur die Wahrscheinlichkeit g der Wert von 5% mit dem dazugehdrigen Wert des
Quantils k1 - g von 1,645 sowie

— flr die Wahrscheinlichkeit y der Wert von 5 % mit dem dazugehoérigen Wert des
Quantils kq - /2 von 1,96

verwendet.
Dagegen sind bei Emissionsmessungen die Werte fir die Wahrscheinlichkeiten a und
f auf 5 % und damit die dazugehdrigen Quantile ki _, und ki _g jeweils auf den Wert

1,645 festgelegt. Die Werte fur die Wahrscheinlichkeit y und fiir das dazugehorige Quantil
ki -y/2 bleiben jedoch unverandert, d. h. bei 5 % und 1,96.

5.4 Beurteilung des besten Schiatzwerts und des Messverfahrens

5.4.1 Beurteilung des besten Schiatzwerts

Um zu beurteilen, ob ein physikalischer Effekt vorliegt, muss das ermittelte primare Mess-
ergebnis y mit der Erkennungsgrenze y* verglichen werden. Nur wenn das priméare Mess-
ergebnis y groBer als die Erkennungsgrenze y” ist, gilt der durch die ErgebnisgréBe quan-
tifizierte physikalische Effekt als erkannt.
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Ist dies der Fall, errechnet sich mit dem nach Gleichung (62) ermittelten w der beste
Schatzwert y der ErgebnisgréBe nach Gleichung (77):

_%( é))z
) ) 77)
=y

Die zu y gehdrende Standardunsicherheit wird nach Gleichung (78) berechnet:

u@ =Ju2mM -G -9 (78)

Die Lagen des besten Schatzwerts und der Vertrauensgrenzen kann den Abbildungen 4
und 5 entnommen werden. Die Herleitungen der Gleichungen (77) und (78) sind auf-
grund ihrer Komplexitat in Anhang F naher beschrieben.

Anmerkung:

Im Anwendungsbereich dieser Messanleitungen werden grundsatzlich das primdre Messergebnis y und
dessen beigeordnete Standardunsicherheit u(y) dokumentiert. Alternativ kdnnen auch der beste Schatz-
wert y und dessen beigeordnete Standardunsicherheit u(y) anstelle des primaren Messergebnisses y und
dessen beigeordneter Standardabweichung u(y) zu Dokumentationszwecken herangezogen werden. Zum
Vergleich mit der Erkennungsgrenze wird nur das primare Messergebnis verwendet. Auch wenn die Ent-
scheidungsregel fir die Erkennungsgrenze nicht benutzt wird und wenn das primare Messergebnis y
kleiner als die Erkennungsgrenze y* ist, konnen der beste Schatzwert  und dessen beigeordnete Standard-
unsicherheit u(y) berechnet werden.

Im Allgemeinen bestehen folgende Zusammenhange:

— Der beste Schatzwert y ist immer eine positive Zahl und liegt zwischen den Grenzen
der Uberdeckungsintervalle.

— Die Standardunsicherheit des besten Schatzwerts u(y) ist immer kleiner als die Stan-
dardunsicherheit der ErgebnisgroBe u(y) und kleiner als der beste Schatzwert.

Liegt die GauBkurve vollstandig im positiven Bereich, d. h. y > 4 - u(y), gelten fiir den
besten Schatzwert und dessen Standardunsicherheit die Naherungen y =y und

u(y) = u(y).
5.4.2 Beurteilung eines Messverfahrens

Zur Beurteilung eines Messverfahrens wird die Nachweisgrenze herangezogen. Ob ein
Messverfahren den gestellten Anforderungen gentigt, zeigt ein Vergleich der mit diesem
Messverfahren erreichten Nachweisgrenze y# mit der im jeweiligen Regelwerk geforder-
ten Nachweisgrenze.

Ist die ermittelte Nachweisgrenze y# groBer als die geforderte, so ist dieses Messverfah-
ren fir den vorgesehenen Zweck nicht geeignet. Es kann im Rahmen der Mdéglichkeiten
des eingesetzten Verfahrens versucht werden, die geforderte Nachweisgrenze zu errei-
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chen, indem beispielsweise groBere Probenmassen eingesetzt und/oder die Messdauern
verlangert werden.

Das Messverfahren ist ebenfalls nicht geeignet, wenn Gleichung (58) keine Lésung fiir y*
besitzt. In diesem Fall sollte die Unsicherheit des Kalibrierfaktors verringert werden (siehe
Abschnitt 5.2).

6 Typische Verteilungen von Eingangs- und ErgebnisgroBen

Sowohl Eingangs- als auch ErgebnisgroBen unterliegen statistischen Verteilungsfunk-
tionen, deren Form im Verstandnis der Bayes-Statistik von der Art und dem Umfang der
insgesamt vorliegenden Information bestimmt ist.

6.1 Bedeutung von Verteilungen

Fur die Anwendung des Teils 1 der DIN EN ISO 11929 [1] wird unterstellt, dass der Zu-
sammenhang zwischen EingangsgrofBen X; und ErgebnisgréBe Y in kleinen Intervallen um
Messwerte x herum als ndherungsweise linear betrachtet werden kann. Unter dieser Be-
dingung ist die genaue Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsdichten von X;nicht n6tig, wenn
nur die Werte x und ihre Unsicherheiten u(x) bekannt sind. Tatsachlich werden bei der
Unsicherheitsfortpflanzung in Teil 1 der DIN EN ISO 11929 [1] nur diese beiden Kenn-
werte der Verteilung einer EingangsgroBe verwendet. Es handelt sich dabei um eine Fort-
pflanzung von (Unsicherheits-)Werten. Somit kann dann der Ergebnisgréf3e Y eine Nor-
malverteilung zugeordnet werden. Deren Mittelwert wird durch den Ergebniswert und
deren Standardunsicherheit mittels Unsicherheitsfortpflanzung berechnet. Aus dieser
Normalverteilung werden auch die Grenzen der Uberdeckungsintervalle sowie die Erken-
nungs- und Nachweisgrenze berechnet.

Wenn eine Eingangsgrole, die eine relativ groBe Standardunsicherheit aufweist, im Nen-
ner eines Formelausdrucks fur die ErgebnisgroBe steht, wird die Verteilung der Ergebnis-
groBe asymmetrisch und damit nicht mehr normalverteilt sein. Der oben erwahnte lineare
Zusammenhang ist dann nicht mehr gegeben. In solchen Fallen ist nach Teil 2 der
DIN EN ISO 11929 [2] zu verfahren, wonach nicht der Mittelwert und die Standardun-
sicherheit der EingangsgréBen in die Unsicherheitsfortpflanzung eingehen, sondern ihre
kompletten Verteilungsdichten. Es wird dann von einer Fortpflanzung ganzer Vertei-
lungen gesprochen. Dazu wird auf Abschnitt 7 verwiesen. Daflr ist es erforderlich, die
Verteilungsdichten der EingangsgroBen X; explizit zu spezifizieren.

6.2  Kriterien fiir die Auswahl geeigneter Verteilungen

Die Wahl der flr eine EingangsgroBe geeigneten Verteilung hangt wie bereits erwahnt
von den fir diese EingangsgroBe vorhandenen Informationen ab.
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6.2.1 Kriterien fiir die Berechnung nach Teil 1 der DIN EN ISO 11929

Wenn flr die EingangsgroBe, fir die eine Normalverteilung vorausgesetzt wird, nur der
Mittelwert und die Standardunsicherheit bekannt sind, kénnen die charakteristischen
Grenzen nach Teil 2 der DIN EN ISO 11929 berechnet werden [1, 13]. Die Berechnung ist
ebenfalls moglich, wenn der Mittelwert und die Standardunsicherheit aus anderen Infor-
mationen abgeleitet werden kénnen.

Anmerkung:

Sind beispielsweise nur der kleinste und groBte Wert eines Wertebereiches (a, b) bekannt, wird von einer
Rechteckverteilung ausgegangen [13], deren Verteilungsdichte nur zwischen a und b von Null verschieden
ist. Dieser Ansatz geht auf das Prinzip der maximalen Informationsentropie zurtick [13, 14]. Aus der dazu-
gehorigen Verteilungsdichte 1/(b — a) kénnen der Mittelwert, (a + b)/2, und die Standardunsicherheit
(b - a)/N12, berechnet werden. Die Berechnung von Mittelwert und Standardunsicherheit weiterer in Frage
kommender Verteilungen wird im GUM Supplement 1 [6] vorgestellt. Dies schlieBt auch die Dreiecksvertei-
lung ein. Rechteck- und Dreiecksverteilungen werden u. a. bei der Volumenbestimmung mit Glasgeraten
verwendet.

6.2.2 Kriterien fiir die Berechnung nach Teil 2 der DIN EN ISO 11929

Sollen die charakteristischen Grenzen nach Teil 2 der DIN EN ISO 11929 [2] berechnet
werden, werden die Verteilungsfunktionen der EingangsgroBen verwendet. Liegen als
Information einer EingangsgroBe nur der Mittelwert und die Standardunsicherheit vor,
wird in der Regel eine Normalverteilung angenommen [13].

6.2.2.1 Binomialverteilung

Die Verteilung der nach einer Messung vorliegenden Impulse lasst sich im allgemeinsten
Fall mit einer Binomialverteilung beschreiben. Diese wird nur verwendet, wenn die Mess-
dauer t, gleich groB oder gréBer als die Halbwertszeit des betrachteten Radionuklids, t,
ist. Ein Beispiel hierfiir ist die Messung von Strontium-91 in frischem Fallout.

Anmerkung:
Im Anwendungsbereich dieser Messanleitungen ist die Messdauer ¢, in der Regel wesentlich kleiner als
die Halbwertszeit des betrachteten Radionuklids, ¢, so dass anstelle der Binomialverteilung die Poisson-

verteilung nach Abschnitt 6.2.2.2 verwendet wird.

Die Verteilungsdichte der Binomialverteilung ist tUber die Anzahl der zu Beginn einer
Messung vorliegenden Atomkerne, N, und die Wahrscheinlichkeit fur den Zerfall eines
Atoms wahrend der Messdauer, p, entsprechend Gleichung (79) definiert:

N _
Poin(kIN,p) = () - P* - (1 = )" (79)
mit E(k)=N-p (80)
Var(k) =N-p-(1-p) (81)
p =&- (1 — e_lr'tm) (82)
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Der Parameter k ist eine ZufallsgroBe und reprasentiert mogliche Impulsanzahlen des
Probenbeitrags, d. h. Nettoimpulse.

Weiterflihrende Erlauterungen finden sich in Anhang G.

6.2.2.2  Poissonverteilung

Falls in Gleichung (79) die Atomanzahl N sehr groB und die Wahrscheinlichkeit fiir den
Zerfall eines Atoms wahrend der Messdauer, p, sehr klein wird und der Mittelwert N-p = u
konstant bleibt, wird die Binomialverteilung Ublicherweise durch die Poissonverteilung
ersetzt [11]. Bei dieser wird die Atomanzahl N nicht mehr bendtigt und stattdessen das
Symbol N fiir die Impulsanzahl verwendet.

In Abbildung 7 wird gezeigt, wie sich Binomial- und Poissonverteilung in Abhangigkeit
des Produkts A; - t, aus Gleichung (82) unterscheiden.

Abb. 7:

—— Poisson —— Poisson
= = Binomial = = Binomial
0,06 0,06
A, ty = 0,001 Aty =05
Varg, = 99,9 /Y, Varg, =606
o 004 0,04
0,02 — 0,02+
0,00+ 0,00+
T T T T T T T T
80 100 120 140 80 100 120 140
k k
— Poisson | : —— Poisson
A — = Binomial : | — = Binomial
0,06 - 1 0,06 ) !
L T p b A te=3
' Varg, = 36,76 y | Varg, =5
1
a 0,04 - 0,04+ |
0,02 — 0,02+
0,00 f=—="~ -= 0,00
T T T T T T T T
80 100 120 140 80 100 120 140
k k

Vergleich von Binomial- und Poissonverteilung fir verschiedene Werte von A - tp,.
Mittelwert und Varianz der Poissonverteilung sind gleich 100; Varg;, ist die Varianz
der Binomialverteilung.

Die Poissonverteilung ist nach Gleichung (83) eine diskrete Verteilung mit dem Parameter
u fur den Mittelwert:
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MN o H l’tN . e_u

T(N+1) NI (83)

Ppoi(N|p) =

mit u=R-tn, (84)

Dabei gilt fur den Erwartungswert und die Varianz die Beziehung: E(N) = Var(N) = p.

Anmerkung:

Der im Nenner von Gleichung (83) vorkommende Ausdruck T'(N + 1) wird als Gammafunktion bezeichnet.
Die Gammafunktion und die in Abschnitt 0 behandelte Gammaverteilung diirfen nicht miteinander
verwechselt werden.

Bei Low-level-Messungen kann es vorkommen, dass keine Impulse registriert werden,
d. h. N = 0; da in diesem Fall die Standardunsicherheit nicht berechnet werden kann, wird
entsprechend einer Konvention N = 1 gesetzt [2], siehe auch Anhang A.3.

Ab Impulsanzahlen von etwa 15 kann die Poissonverteilung durch eine Normalverteilung
angenahert werden, wobei weiterhin E(N) = Var(N) = p gilt. Damit ist eine Berechnung
der charakteristischen GroBen nach Abschnitt 6.2.1 moglich.

6.2.2.3 Gammaverteilung

Bei der Betrachtung von Impulszédhlraten R wird nach Bayes aus der Poissonverteilung
der Impulsanzahlen eine Gammaverteilung fur die Impulszahlraten erzeugt [2]. Fir diese
Gammaverteilung gelten fir den Erwartungswert Gleichung (85)
N
E(R)=—=R (85)
tm
und fir die Varianz Gleichung (86):

N R
Var(R) = t—z =— (86)

m tm

Die Gammaverteilung der Zahlrate wird entsprechend Gleichung (87) beschrieben:

N
Pga(RIN, ty) = F(rII\lI) .RN-1. o~ tmR (87)
Anmerkung:

In der Literatur werden Ublicherweise die Bezeichnungen x, a und g fiir R, N und ¢, verwendet:

a

P. (x|a, B) = x& le=Px
Ga( | ﬂ) F(a)
wobei folgende Beziehungen gelten:
E =2, \Y =
(=% ar(x) = %
_ EX(x) | _ EMX)
~ var(x) ' ~ var(x)

Die Herleitung einer Gammaverteilung von Impulszahlraten nach Bayes wird im Anhang
A.3 detailliert erlautert.
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7 Berechnung mit einer Monte-Carlo-Simulation

Mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation (MC-Simulation) wird nach [2, 15] die Wahr-
scheinlichkeitsdichte einer Ergebnisgroe Y durch Simulation einer groBen Anzahl von
Messungen erzeugt. Dazu ist es erforderlich, zunachst fir jede der EingangsgroBen X;
deren Verteilungsdichte nach Abschnitt 6 oder der Veroffentlichung [6] quantitativ zu
spezifizieren.

Wahrend der MC-Simulation werden zufallig verteilte Werte der EingangsgréBen er-
zeugt, die die Verteilungsdichten aller EingangsgroB3en nachbilden. Fiir das Modell G der
Messung fuhrt jeder Datensatz der EingangsgroBen zu einem simulierten Messwert.
Ublicherweise werden 10° Simulationslaufe durchgefiihrt. Aus allen simulierten Messwer-
ten lassen sich unter anderem die Wahrscheinlichkeitsdichte von Y als Histogramm
konstruieren oder der Mittelwert, die Standardunsicherheit und die Uberdeckungsinter-
valle berechnen.

Anmerkung:

Problemabhangig kdnnen mehr oder weniger Simulationsldufe durchgefiihrt werden.

Die MC-Simulation stellt dann eine echte Alternative zu [1] dar, wenn aul3er der Normal-
verteilung noch andere Verteilungen von Eingangsgrof3en beteiligt sind. Ein Vorteil der
MC-Simulation besteht darin, dass keine partiellen Ableitungen bendtigt werden und
somit auch keine auf ihnen basierende Unsicherheitsfortpflanzung.

Eine Bestimmung der charakteristischen Werte mit einer MC-Simulation wird in Anhang
D anhand eines Beispiels mit Hilfe der Software R gezeigt.
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Anhang A
Informationen zur Standardunsicherheit nach GUM

A.1 Einleitung

Der ISO-Guide ,Evaluation of measurement data — Guide to the expression of uncertainty
in measurement” (GUM) [5, 16], wurde 1993/1995 zur harmonisierten Auswertung und
Beurteilungen radiometrischer Messungen eingefiihrt. Seit seiner Einfiihrung werden Un-
sicherheiten des Typs A und Typs B unterschieden:

— Unsicherheiten des Typs A waren diejenigen, die allein aus Wiederholungsmessun-
gen bestimmt werden konnten.

— Alle anderen Unsicherheiten, die nur mit anderen Mitteln erhalten werden kdnnen,
wurden dem Typ B zugeordnet. Auch Unsicherheiten, die Korrektionen systemati-
scher Effekte zugeordnet werden, zahlen dazu.

Damit, und nachfolgend mit neueren Ausgaben [6, 9, 17], ging eine Reihe von Ander-
ungen der Sichtweisen einher. So wurde die vormals Ubliche frequentistische Statistik
weitgehend durch die Bayes-Statistik ersetzt; zum Teil wird auch das Prinzip der maxi-
malen Informationsentropie einbezogen [13].

Die Unterscheidung der friheren Begriffe der ,zufalligen” und ,systematischen” Un-
sicherheit ist im Rahmen der Bayes-Statistik Uberfllssig, da Information jeglicher Art in
den Verteilungen berlicksichtigt werden kann. Nur das Bayes-Theorem erlaubt zur Erstel-
lung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung der ErgebnisgroBe die Einbeziehung der Typ-B-
Unsicherheiten, d. h. die Einbeziehung der Information Gber ihre Haufigkeitsverteilungen.

Einer der wesentlichen Unterschiede der beiden statistischen Ansatze ist die unterschied-
liche Bedeutung des Begriffs ,Wahrscheinlichkeitsdichte":

— In der frequentistischen Statistik folgt die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Ergebnis-
groBe der durch viele Wiederholungsmessungen ermittelten Haufigkeitsverteilung.
Das hat zur Folge, dass zuerst gemessen werden muss, bevor die Haufigkeitsver-
teilung der ErgebnisgroBe bekannt ist.

— Die Bayes-Statistik hingegen erlaubt es, ,a priori” aus den Verteilungsdichten der Ein-
gangsgroBen einer Messung die Wahrscheinlichkeitsdichte der Ergebnisgrofe mit
Hilfe des Bayes-Theorems als eine ,Posterior-Verteilungsdichte” zu berechnen [13,
18]. Dieser Ansatz und die weitere Nomenklatur werden nachfolgend skizziert.

Anmerkung:

Entsprechend des Bayes-Theorems wird zwischen der Verteilungsdichte einer EingangsgroBe, die als ,Prior-
Verteilungsdichte” (oder kurz ,Prior") bezeichnet wird, und der Wahrscheinlichkeitsdichte der Ergebnis-
groBe, die ,Posterior-Verteilungsdichte” (oder kurz ,Posterior”) genannt wird, unterschieden.
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Eine Gegenulberstellung der unterschiedlichen Bedeutung der in der frequentistischen
Statistik und in der Bayes-Statistik verwendeten Begriffe zeigt Tabelle A1.

Tab. A1:  Unterschiede wichtiger Eigenschaften der frequentistischen und
der Bayes-Statistik [19]

frequentistisch nach Bayes
Wabhrscheinlichkeit e Ergebnis einer unendlichen Mess- e Grad des Vertrauens in die Para-
reihe unter identischen Bedingun- meter bei Einbeziehung der Daten
gen e ein subjektiver Prior ist verwendbar

e ein subjektiver Prior kann nicht ein-
bezogen werden

Parameter festgehaltene unbekannte Konstante  zufallige unbekannte Variable
Daten reprasentative zufallige Werte feste konstante Werte
p %-Intervall Vertrauensbereich: Uberdeckungsintervall:
enthalt den wahren Wert eines p % aller moglichen Parameterwerte
Parameters in p % aller mdglichen fallen in das Intervall
Intervalle
Behandlung von Bedingung: Eliminierung durch Integration tiber
Stérparametern hinreichende Statistik, oder alle Storparameter
Maximum-Likelihood-Schatzung
Wahrscheinlich- p(x|§) p(&|x)
keitsverteilung der Messwert x ist die Variable, der der wahre Wert ¢ ist die Variable, der
wahre Wert ¢ eine Konstante Messwert x eine Konstante
Anmerkung:

Die in Tabelle A1 gewahlte Schreibweise der Verteilung p(¢|x) ist die Kurzfassung der im Folgenden benutzten
Schreibweise fx (€| D,I) mit D = (X1, Xp, ...) [13]. Es handelt sich um eine bedingte Wahrscheinlichkeit, die als ,p von &

gegeben D, I'" gelesen wird.

A.2 Posterior-Verteilungsdichte in der Bayes-Statistik

Nach dem Bayes-Theorem ist die Posterior-Verteilungsdichte fx(&|D,I), d. h. die Wahr-
scheinlichkeitsdichte nach Erhalt der gemessenen Daten D und gegebener Information I
nach Gleichung (A1) definiert:

fx@&|D, 1) d§ = C- L&D, D) - fx(E|) d§ (A1)

Dabei bedeuten:

fx(&]1) Wahrscheinlichkeitsdichte der ErgebnisgroBe X bei gegebener Information I vor
Beginn der Messung (,Prior”), die den Grad des Vertrauens in den wahren Para-
meter ¢ ausdriickt; oft ist es notwendig, die Eingangsinformation abzuschatzen
[12,13];

I(¢|D,I) Likelihood-Funktion als Funktion von ¢; sie beschreibt, wie wahrscheinlich Werte
fur & bei gegebenen Werten gemessener Daten D sind, und ist nicht notwendi-
gerweise auf 1 normiert;

ISSN 1865-8725 Version Mai 2022

Messanleitungen fir die ,Uberwachung radioaktiver Stoffe in der Umwelt und externer Strahlung"”



CHAGR-ISO-01-41

C Normierungskonstante, die bei einer kontinuierlichen GroBe X durch folgende
Integration festgelegt wird, wodurch die Posterior-Wahrscheinlichkeitsdichte
auf 1 normiert wird:

L&D, 1) - fx (&I (A2)
S UEID, D - £ EIDdéE

Das Integral im Nenner wird auch als Evidenz bezeichnet.

fx@ID, 1) =

Alle Kennwerte, die zur Ermittlung der charakteristischen Grenzen erforderlich sind, las-
sen sich direkt aus der Posterior-Verteilungsdichte ableiten, beispielsweise:

— Der beste verfligbare Schatzwert der ErgebnisgroBe wird als Erwartungswert oder
Mittelwert E(X) des Posteriors nach Gleichung (A3) berechnet:

B0 = [ € f€ID, D (A3)
0

— Die Varianz des Posteriors ist in Gleichung (A4) dargestellt:

Var(X) = [ f £ fx(¢|D, Dd¢ | — E2(X) (A4)
0

— Die Standardunsicherheit wird nach Gleichung (A5) ermittelt:

u(X) = /Var(X) (A5)

— Uberdeckungsintervalle werden ebenfalls aus der Verteilungsdichte des Posteriors
berechnet.

Anmerkung:
In der Normenreihe DIN EN 1SO 11929 wird der Ausdruck fx(&|D,1) fur den Posterior bereits auf die Ergeb-

nisgréBe Y bezogen und als £, (7|y) geschrieben. Das Bayes-Theorem lautet dann:

L) =C L0019 f,0)

Die Wahrscheinlichkeitsausdriicke P aus dem Posterior stellen Integrale dar, beispielsweise im Falle der

Erkennungsgrenze: P(y > y*|J = 0) = a bedeutet I; fmly =0)dnp=a

A.3 Posterior-Verteilungsdichte einer Ziahirate

Bei einer Kernstrahlungsmessung wird wahrend der festgelegten Messdauer t,, eine
Anzahl von N Impulsen registriert. Diese Impulsanzahl wird als Konstante angesehen. Der
Mittelwert u der Poissonverteilung entspricht in diesem Fall dem Produkt R - t,;,, wobei R
der wahre Wert bzw. ein angenommener wahrer Wert der interessierenden MessgroBe,
hier also der Zahlrate R, ist. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, N Impulse bei gegebenem
Parameter R - t,, zu zdhlen, wird durch die Poissonverteilung (N = 0, 1, 2, ...): beschrieben:
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~ N 5

_ (R-ty)" - eR tm (A6)
p(NIR - t,) = mN!
Das in Gleichung (A1) angeflihrte Bayes-Theorem wird benutzt, um auf die Wahrschein-
lichkeitsdichte der interessierenden Zahlrate R zu schlieBen. Dazu wird die in Gleichung
(A6) angefiihrte Wahrscheinlichkeitsfunktion als Likelihood-Funktion I(¢|D,I) aufgefasst.
In Teil 2 der DIN EN I1SO 11929 [2] wird fx(&|I) = fr(R|t) = C - Rals ein passender Prior

vorgeschlagen. Damit lautet das Bayes-Theorem:
Pr(RIN, tm) = C-p(NIR - t) - fr(Rltm) (A7)
Durch Einsetzen der Gleichung (A6) in Gleichung (A7) wird Gleichung (A8) erhalten:

ot (B-ty) e Rtm (A8)

1
R N!

~ N =
< R-ty) -eR'im
pa(RIN, ) = - Bt

Die Normierungskonstante C wird aus dem Inversen des Integrals Gber R im Nenner der
Gleichung (A2) zu C = N berechnet. Damit folgt Gleichung (A9):

tm (R tm) e ®tm g (Rety) e Rim (A9)
N! B (N - 1!

pr(RIN, ty) =N -

Dies entspricht einer Gammaverteilung mit R > 0 (siehe Gleichung (87)). Der Erwartungs-
wert dieser Verteilung ist durch die Gleichung (A10)

~_ N (A10)
E(R) = = R
gegeben, ihre Varianz durch die Gleichung (A11):
=\ N _ R (A11)
Var(R) = .

Der Fall N = 0 fuhrt hier zu dem Problem, dass aus Gleichung (A10) die Standardunsicher-
heit als Wurzel aus der Varianz nicht berechnet werden kann. Dieses Problem wird ver-
mieden, indem N genau dann durch N =1 ersetzt wird, wenn N = 0 gemessen wurde.

Anmerkung:

Die Gammaverteilung einer Zahlrate, die auf einer gemessenen Impulsanzahl beruht, wird nur in Teil 2 der
DIN EN ISO 11929 [2], d. h. bei der MC-Simulation, angewendet. In Teil 1 der DIN EN ISO 11929 [1] werden
nur normalverteilte EingangsgréBen verwendet.
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A.4 Unterschied zwischen Konfidenz- und Uberdeckungsintervallen

Wie in Abschnitt 2 erwdhnt, unterscheiden sich frequentistische Konfidenzintervalle
grundsatzlich von Bayesschen Uberdeckungsintervallen.

Im ersten Fall wird der unbekannte wahre Wert beispielsweise durch den Mittelwert einer
Stichprobe geschatzt. Das zugehdrige Konfidenzintervall, das mit einer vorgegebenen
Wabhrscheinlichkeit p aus der Stichprobe ermittelt wird und symmetrisch zum Mittelwert
liegt, ist ein MaB flir dessen Unsicherheit. Bei vielfach wiederholten Stichproben liegt der
wahre Wert in p Prozent der Falle tatsachlich im jeweiligen Konfidenzintervall.

In der Bayesschen Interpretation ist der unbekannte wahre Wert dagegen eine Variable,
die durch die Posteriorverteilung beschrieben wird. Aus dieser Verteilung werden der
Erwartungswert, die Standardunsicherheit und das Uberdeckungsintervall berechnet und
mit deren Hilfe der wahre Wert und seine Verteilung geschatzt.
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Anhang B
Anwendung der Unsicherheitsfortpflanzung

B.1 Grundlagen

Ein Modell der Auswertung, wie es nach Abschnitt 2.3 aufgestellt wurde, bildet eine Grup-
pe von EingangsgroBen X; der Anzahl i =1, 2, ..., n auf eine Gruppe von Ergebnisgrofen
Yy der Anzahl k =1, 2, .., m ab. Die Berechnung der Standardunsicherheiten der Ergeb-
nisgroBen erfolgt tber die im Folgenden beschriebene Unsicherheitsfortpflanzung.

Den EingangsgrdBen X; sind Unsicherheiten in Form von Varianzen und bei voneinander
abhangigen EingangsgréBen auch Kovarianzen zugeordnet. Die Varianzen und Kovarian-
zen werden in der sogenannten (n x n)-Kovarianz-Matrix zusammengefasst, die mit Uy
bezeichnet wird. Liegen keine Kovarianzen zwischen den X; vor, ist diese Matrix diagonal,

d. h. nur die Elemente der Diagonalen sind von Null verschieden.

Um die noch unbekannten Standardunsicherheiten der ErgebnisgroBen Yy mit Hilfe die-
ser Matrix auf die bereits bekannten Standardunsicherheiten der EingangsgroBen X;
zuruckflihren, muss zunachst eine Variablentransformation erfolgen. Dazu werden die
Variablen in einem n-Vektor X und in einem m-Vektor Y zusammengefasst und daraus
die (m x m)-Kovarianz-Matrix Uy, erstellt. Aus einer nach dem ersten Glied abgebroche-
nen Taylorentwicklung der Yy an der Stelle X; ergibt sich eine lineare Transformation

V=0, X (B1)

wobei €y eine (m x n)-Matrix mit den Elementen Cjy = 0Y;/0Xj ist.
Dieses flhrt zur Matrixgleichung (B2) zwischen den Kovarianzmatrizen Uy und U, [11, 20]:
Uy=C, U, C," (B2)

Anmerkung:
Das hochgestellte T steht dabei fir die transponierte bzw. gespiegelte Version der Matrix.
Mit
aYl/aXI aYl/aXZ e aYl/aXn
C _ aYZ/aXl aYZ/aXZOYZ/aXn
x :

Y., /30X, 0¥,y /0Xy -+ Oy /DX,,

folgt Gleichung (B3) fiir die Elemente von Uy, aus Gleichung (B2):

Y, ay,
u(Ye, Y1) ZZW ﬁ u(X;, X;) (B3)

ISSN 1865-8725 Version Mai 2022

Messanleitungen fir die ,Uberwachung radioaktiver Stoffe in der Umwelt und externer Strahlung"”



CHAGR-ISO-01-45

Die Gleichung (B3) stellt die generalisierte Form des Gesetzes zur Fortpflanzung der Un-
sicherheiten dar, wobei zusatzlich gilt:

U,(Xi,Xj) = COV(Xi,Xj)
u(X;, X;) = cov(X;, X;) = u*(X;)

U(XL,X]) = 'LL(X],XL)

Anmerkung:
Die nach Gleichung (B3) ermittelte Standardunsicherheit entspricht der kombinierten Standardunsicherheit
uc(Y;, Yx) nach GUM [5].

Die Kovarianz u(X; X;) lasst sich mit Gleichung (B6) in einen Korrelationskoeffizient

p(X; X;) uberfihren, dessen Wert zwischen -1 und +1 liegt:
cov(Xl-,Xj)

Juz x) - u2(X,)

p(Xi, X;) =

(B4)

Wegen der oben genannten Symmetrieeigenschaft u(X; X;) = u(X;, X;) lasst sich die An-
zahl der tatsachlich zu berechnenden Terme in der generalisierten Form nahezu halbie-
ren. Fir den oft verwendeten Fall m = 1, d. h. es ist nur die Varianz zu einem Y} zu be-
trachten, folgt:

u(Vi, ) = w(Y) = z (j—;)z w2 +2 zl z g—;-;—gu(xi,&) (85)

i=1 i=1 j=it+1

Ist das Modell der Auswertung nicht linear, kommen nachsthéhere Ordnungen der Tay-
lorentwicklung zum Einsatz [5: Kapitel 5.1].

B.2 Praktische Regeln zur Unsicherheitsfortpflanzung

Die wichtigsten sich aus der allgemeinen Unsicherheitsfortpflanzung ergebenden Regeln
werden im Folgenden aufgefiihrt. Dabei sei Y eine GroBe, die sich aus mehreren Ergeb-
nisgroBen X; zusammensetzt, wobei a, b und ¢ Konstanten (d. h. ohne Unsicherheit) sind.
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Tab.B1:  Allgemeine Regeln der Unsicherheitsfortpflanzung

Addition und v ¥ b X+ Xod
=a-X;+b-X,+c-X3+...
Subtraktion: 1 z 3 (B6)
Varianz: u?(Y) = a% - u?(Xy) + b? - u?(X3) + c? - u?(X3) +
+2-ab-cov(Xy,Xy) £ 2-bcrcov(Xy, X3) £+ (B7)
+2-ac-cov(Xy,X3)
Multiplikation 1 utl wtl
Y=4a-X;"- X5 - X5 -...
und Division: N ! 2 3 (B8)
Relative Varianz: Y=+a X' X x5t
(B9)
cov(Xy, X X1, X X5, X
+2- (X1 Z)i _COV(1 3)i _COV(z 3)i'"
X1 Xy X1 X3 X2 X3
Anmerkung:

Das Vorzeichen eines Kovarianzterms ist positiv, wenn die Exponenten eines GréBenpaars das gleiche
Vorzeichen haben, sonst negativ.

Potenz: Y=xa- XlJ—rb (B10)

Relative u(y) b_u(X1)

Standardunsicherheit: Yy o X1 B17)

Exponentialfunktion: Y =a-etbX (B12)

Relative u(y) b u(x

Standardunsicherheit: Yy  — ) (B13)

Logarithmus: Y=a-In(xb-X;) (B14)
X

Standardunsicherheit: u(¥)=a- ug( V) (B15)
1

B.3 Regeln fiir die Berechnung von Kovarianzen

Eine Kovarianz zwischen zwei ErgebnisgroBen, die oft auch in Form eines Korrelations-
koeffizienten vorliegt, quantifiziert den Grad der gegenseitigen Abhangigkeit beider Gro-
Ben. Die Kovarianz lasst sich berechnen, wenn die Ursache der Abhangigkeit bekannt ist
und sich in Form von Gleichungen aufstellen lasst; statistische Korrelationsanalysen sind
zur Ermittlung der Kovarianz nicht erforderlich.

Sind die Variablen X und Y beide von den voneinander unabhédngigen GréBen Z; und Z,
abhangig [5: Anhang F.1.2.3], d. h. X = X(Zy, Z3) und Y = Y(Z4, Z3), dann gilt Gleichung
(B16):

oX aY 0X oY

_ T a2 _— .2
cov(X,Y)—aZ1 oz, u (Zl)+622 7, u=(Z,) (B16)
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Wenn Z; und Z, multiplikativ in den Ausdriicken fiir X und Y enthalten sind, gilt ver-

einfacht:
(XY)—(+X) (+Y) 2(z)+(+X) (+Y) 2(2,) B17
cov(X,Y) = t7) 7 u*(Z, 7))\t 7 u“(Z, (B17)
wobei die Wahl der Vorzeichen sich danach richtet, ob Z; oder Z; im Zahler (Plus-Zeichen)
der Ausdriicke von X bzw. Y stehen, oder im Nenner (Minus-Zeichen).

Fur die nachfolgenden Berechnungen von Kovarianzen gelten die in Tabelle B2 zusam-
mengestellten Rechenregeln, wobei a und b Konstanten sind [12: S. 82, 21].

Tab. B2: Rechenregeln bei Kovarianzen
cov(X,Y) = cov(Y,X) (B18)
cov(a-X,b-X) = a-b-cov(X, X) = ab-u?(X) (B19)
cov(a:-X,b-Y) = ab-cov(X,Y) (B20)
cov(X,Y + Z) = cov(X,Y) + cov(X,Z) (B21)
cov(X+Y,2) = cov(X,Z2) + cov(Y, Z) (B22)

B.4 Vorgehensweise bei verdeckten Kovarianzen

B.4.1 Theoretische Ableitung

Oftmals werden Kovarianzen nicht auf den ersten Blick als solche erkannt. Dies ist der
Fall, wenn sich die Gleichung fur die ErgebnisgréBe y aus Teilfunktionen, z. B. ay, az, as,
zusammensetzt, die untereinander korreliert sind [20]. Unerkannte Kovarianzen fihren
unweigerlich zu Fehlern bei der Berechnung der Standardunsicherheit.

Im Folgenden wird gezeigt, wie die Standardunsicherheit bei korrelierten Teilfunktionen
der ErgebnisgroBe, entsprechend Gleichung (B23), durch Bezug der partiellen Ablei-
tungen auf die zu betrachtende ErgebnisgréBe korrekt berechnet werden kann. Dabei
wird ein Vektor x der Eingangsvariablen, die statistisch voneinander unabhéngig sein
mussen, verwendet:

y = y(a;1(x), az(x), az(x)) (B23)

Fur die Unsicherheitsfortpflanzung gilt dann nach Gleichung (B24) bzw. (B25):
n;

) =Y (2) e

=1

(B24)
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3 oy da (B25)
— — ] N\ —
wA(y) = Z Z it IEHCOR

i

n;

dy da, 9y da, 0Jy das\’
22:(3’. 1+y. 2+y' 3>u2(xi)
= da, 0x; Oda, O0x; Jdaz OJdx;

=

Zunachst wird das Quadrat der Summe aus Gleichung (B25) ausmultipliziert. Dies fiihrt
zu Gleichung (B26):

cor- B[ 3 o 5+ (5

da, O0x; das 0x;

dy Oda dy Oda dy Oda dy Oda
+2_(3’_ 1)(3’_ 2)+2(3’ 1)(3’_ 3>+
da; 0x;/\da, O0x; da; 0x;/\0da; O0x;
dy 0day\ /0y Odaz\] ,
+ 2 (0a2 0xi)(0a3 axi)]” (xi)

Durch Multiplikation der einzelnen Terme mit u?(x;) wird Gleichung (B27) erhalten

U3 (y) = Z [(aa;’l aa::) u?(x;) + (aa—;; ?3?;)2 12(x;) + <607y . ZC:>2 ) + (B27)

dy day\ [0y 6a2> ) <6y 6a1><6y 0a3> X

+ (6a1 axi)<aa2 0x; W)+ 2 da; 0x;/ \daz 0x; W) +
dy day\ /0y 6a3) X ]

T (6a2 axl><6a3 ox; ) O

Die anschlieBende Summation Uber i fir jeden der einzelnen Terme sowie das gleich-

zeitige Ausklammern der partiellen Ableitungen von y nach a; fihrt zu Gleichung (B28)

W) = (ac};) z (ZS) wh(x) + ( 6y> Z (aaz)z u?(x;) + (B25)

aaz axi

Y \* das\> dy a da, d
+(_y> E (ﬁ) u?(x;) + 2+ Y. 2 ( 4 aZ)uZ(xi)+
das — \0X;
l

da; Oda, dx; 0x;
l

:

dy Ody Jda, 6a3) dy 0y da, das
2 . 2(x: 2. . ( ) 2( .
* da, das (axi ox; W) + da, 0asLu\dx; 0x; W)
l 4

Jede einzelne Summe Uber i stellt entweder eine Varianz oder nach Gleichung (B16) eine
Kovarianz der drei Ausdriicke a4, ap, az dar:
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ay dy ay
+2- a_al 7a Zcov(al,a2)+2

dy 09y
+2- a_az 7a 3cov(a2,a3)

y
EPR @ P 3cov(a1,a3)+

Der mit Gleichung (B29) entstandene Ausdruck ist genau derjenige, der erwartet wird,
wenn die Kovarianzen zwischen den a; mitberdcksichtigt werden.

Sind die einzelnen Teilfunktionen der ErgebnisgroBe nicht korreliert, kann die Standard-
unsicherheit nach Gleichung (B30) bzw. (B31) berechnet werden.

dy\* dy \* dy B30
w0) = (2) wrte) + () we) + (2) wia) 50
w(y) = y? - (uha(ar) + wha(az) + uk(as)) (B31)

Anmerkung:

Bei softwaregestitzter Berechnung treten Schwierigkeiten mit unerkannten Kovarianzen in der Regel nicht
auf, wenn die Programme mit partiellen Ableitungen bezogen auf die ErgebnisgréBe arbeiten. Dadurch
werden diese unerkannten Kovarianzen automatisch korrekt aufgelost.

B.4.2 Anwendungsbeispiele
B.4.2.1 Bestimmung eines Massenverhiltnisses

Im nachfolgenden, der Verdffentlichung [20] entnommenen Beispiel soll ein Massenver-
haltnis g, , das durch Wagungen auf derselben Waage bestimmt wird, berechnet werden.
Dabei gilt:

m; —Mmr

dm = m (B32)

mit:

m1  Anzeigewert der Waage bei Wagung der Masse 1, in g;

my  Anzeigewert der Waage bei Wagung der Masse 2, in g;

mt  Anzeigewert der Waage ohne Wagegut (Tara), in g.

Die Berechnung der zur ErgebnisgroBe g, gehdrenden Standardunsicherheit kann auf

zwei unterschiedlichen Wegen erfolgen, entweder Uber eingefiuhrte HilfsgroBen (Ab-
schnitt B.4.2.1.1) oder direkt aus den EingangsgréBen (Abschnitt B.4.2.1.2).
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B.4.2.1.1 Berechnung der Standardunsicherheit der ErgebnisgroBe iiber Hilfs-
groBBen

Vor Beginn der Berechnung der Standardunsicherheit werden die Ausdriicke im Zahler
und im Nenner zu den HilfsgroBen x; und x, zusammengefasst:

m—my %

dm = (B33)

m, —mr X,

Wird die Berechnung der relativen Standardunsicherheit mit der Gleichung
Ure1 (Gm) = U (1) + U (x2)

durchgefihrt, ist die Berechnung der Standardunsicherheit fehlerbehaftet, da die ,ver-

deckte” Kovarianz zwischen den HilfsgréoBen x; und x, hier nicht bertcksichtigt wird.

Die korrekte Berechnung der Standardunsicherheit unter Berticksichtigung dieser Kova-
rianz ist in Gleichung (B34) gegeben:

3G, \* 3G, \> aq,, 0
u?(qy) = (aixrf) ~u?(xqy) + (aixj) ‘u?(x,) + 2 ——- Frnl cov(xy, x,) (B34)

Zunachst mussen die in den HilfsgroBen x; und x, gemeinsam enthaltenen GroBen ermit-

telt werden; dies ist in diesem Fall die GroBe mr.

Dabei gilt x; = x;(mt) und x;, = x,(mt) und somit flr die Kovarianz Gleichung (B35) bzw.

nach Auflosung der partiellen Ableitungen Gleichung (B36):

cov(xy,x,) = S;IT . ;:; -u?(my) (B35)
cov(xy, %) = (=1) - (=1) - u*(my) = u®(my) (B36)

Gleichung (B34) wird nach Auflésung der partiellen Ableitungen und unter Berticksichti-
gung der Kovarianz nach Gleichung (B36) zu Gleichung (B37):

2 x\ 1 —x
“u®(xy) + <— —;) u?(xy) + 2 — —5 - u(my) (B37)
x X; X

2

- (1)

2

Die relative Standardunsicherheit uZ, (¢) wird nach Gleichung (B38) ermittelt:

2
u(qm)
u?e](qm) = < = > =
dm
1\* x5 x\ x2 ) 1 —x x5 B38
= (2) Zwe+(-F) Zwe) +2— 2wy = (839)
Xy) X% xs) x3 X, X5 X%
2 2 ) )
u(x u(x u?(m u?(m
(B (0 0 gy
X1 X2 X1 X2 X1 X2
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Wie dieses Beispiel zeigt, sind vor Beginn der Berechnung der Standardunsicherheit ein-
gefuhrte HilfsgroBen haufig voneinander abhangig und rufen somit ,verdeckte” Kova-
rianzen hervor. Die hier vorgestellte Vorgehensweise ist zwar grundsatzlich moglich, soll-
te jedoch vermieden werden. Stattdessen ist die Berechnung der Standardunsicherheit
nach Abschnitt B.4.2.1.2 vorzuziehen.

B.4.2.1.2 Berechnung der Standardunsicherheit der ErgebnisgroBe direkt aus
den EingangsgrofBen

Die Berechnung der Standardunsicherheit einer ErgebnisgroBe sollte, wenn mdglich,
direkt mit den EingangsgroBen — im Beispiel sind dies my, m; und mr — erfolgen, da diese

voneinander unabhangig sind und somit keine Kovarianzen zu bertcksichtigen sind.

Die Standardunsicherheit der ErgebnisgroBe des Beispiels lautet dann:

g = (20 )+ (222) ) + (222wt 839

Erst nachdem die Gleichung (B39) fiir die Standardunsicherheit definiert wurde und die
partiellen Gleichungen ausgefiihrt wurden, dirfen HilfsgroBen eingefiihrt werden; in die-
sem Fall die HilfsgroBen h; = my — mp und hy = my — mr.

Somit lasst sich Gleichung (B39) auch schreiben als:

u2(q,y,) = (q_m)z u(my) + (—qm)z u?(my) + (—q—m+q—m>2 -u?(mr)
m hl 1 hz 2 hl hz T
Die relative Standardunsicherheit kann nun folgendermaBen berechnet werden:
u? (qm)
ufel(‘]m) = Zm =
m

1 2 1 2 hl - hz 2
(=) .2 —) -y2 cu? =
- <h1> wimy) + (h2> w(m,) +<h1-h2) w(mz)

1\? 1\? h? +h3—2-hy-h,
= (h_1> u?(my) + <h_2> -u?(my) + < 2 ) ‘u?(myp) =
= () wm) + () )+ (o ) uom) =
= hl u m1 hz u mz h% h% hl - hz u mT =

14 14
N 2 12 il 2 2 _ . —
= (f) Bt —u2mo)] + () (2 Cha) = wme)] = = ()

2 2

2 1 2 2 1 2

= w2y (h) — (=) wHme) + ki (h) = () W) +
hy h,
1 1 2
+ (i) v mo=
u*(mr)
= uly(hy) + Uy (hy) — 2 ok,
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Damit wird, ohne einen Kovarianzterm benutzen zu mussen, dieselbe Gleichung wie in
Abschnitt B.4.2.1.1 erhalten. Fur die Praxis bedeutet dies wiederum: Wenn das Produkt
der HilfsgroBen hq - h, nur genligend grof3 ist, tragt der Kovarianzterm nur wenig zur
Standardunsicherheit bei.

B.4.2.2 Auswirkung additiver Terme in der Bestimmungsgleichung

In diesem Beispiel werden fir die Berechnung der Nettozdhlrate eines Radionuklids meh-
rere, mit Standardunsicherheiten behaftete Zahlraten R; sowie ein Faktor F,, dem eben-
falls eine Standardunsicherheit zugeordnet ist, berlcksichtigt. Die Gleichung fir die
Nettozahlrate kann dabei auf zwei unterschiedliche, aber mathematisch identische Arten
aufgestellt werden. Diese beiden Varianten werden mit den sich daraus ableitenden
Standardunsicherheiten erlautert:

a) Variante 1:

Rn = R2 —_— R3 - R3 * Fa (B40)

R, R. R R, R
uZ(Rn)=TZ+T3+T3-F6,2+R§-u2(Fa)=TZ+T3(1+F£)+R§-u2(Fa) (B41)
b) Variante 2:

R,=R;—R3-(1+F) (B42)

R R
WA(Ry) = 2+ = (14 B)? + RS- w2 (o) (B43)
Bei einem Vergleich der Gleichungen (B41) und (B43) fir die Standardunsicherheit wird
deutlich, dass, obwohl die Gleichungen fir die ErgebnisgroBe mathematisch identisch
sind, die Gleichungen fir die Standardunsicherheiten an einer Stelle voneinander abwei-
chen:

(1+F?») # (1 +E)?

Ursache hierfir ist die fehlerhafte Annahme, dass der zweite und dritte Term von Glei-
chung (B31) R, = R, — R3 — R3 - F statistisch voneinander unabhangig seien. Tatsachlich
sind beide Terme jedoch Uber die gemeinsam enthaltene Zahlrate R3 korreliert, so dass
bei der Aufstellung der Gleichung zur Berechnung der Standardunsicherheit ein ,ver-
deckter” Kovarianzterm zu bertcksichtigen ist.

Dafuir muss Gleichung (B4) zunachst umgeformt werden:

Ry =R; —R3—R3-F, =R, —[R3 + R3 ' F}] (B44)
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Daraus wird die Gleichung (B45) fiir die Standardunsicherheit der Nettozahlrate abge-
leitet:

R
W2 (Ry) = u2(Ry) + u(Rs + Rs - F,) = TZ +u(Rs + Rs - F) (B45)

Da die Terme R3 und R3 - F, miteinander korreliert sind, wird die Varianz ihrer Summe
nach Gleichung (B46) bestimmt:

u*(R3 + Ry " Fy) = u*(R3) + u?(R3 - Fy) + 2 cov(R3,R3 - Fy) = (B46)

R R
:TB"‘ [TB'FO? + RS- u(F,)| + 2 cov(Ry, Ry - Fy) =

Rs 2 2, .,2
:T.(1+F“)+R3 ~u“(Fy) + 2cov(R3,R3 - F)

Um die Kovarianz zwischen den Termen R3 und R3 - F4 zu ermitteln, muss formal eine
neue Parametrisierung eingefiihrt werden. Beide Terme werden als Funktionen fund g
von zwei statistisch voneinander unabhangigen HilfsgroBen z; und z; formuliert. Fir die

HilfsgroBen z; und z, gilt dabei:
Z1 = Rs (B47)

z, =F (B48)
Fur die Funktionen fund g gilt:

Ry =f(21,2,) = 74 (B49)

Ry Fy=9(21,2,) = 21" 7, (B50)

Die gesuchte Kovarianz wird dann nach Gleichung (B51) berechnet:
_ of 99 (B51)
cov(f,g) = z ZaZi oz cov(z;, zx)

Damit werden die Werte der Terme, mit i # k, wegen ihrer statistischen Unabhangigkeit
gleich Null, d. h. cov(z; z;) =0 fir i # k; es gilt jedoch cov(z; z;) = u?(z;). Damit wird aus

der Doppelsumme eine einfache Summe mit m = 2:

_0f dg of dg
cov(f,g) =3z oz u (Zl)+a_zz 9z, u“(z,) (B52)

Die Kovarianz wird also auf die Varianzen der HilfsgroBen z; und z; zurtickgefuhrt. Mit
Hilfe der Gleichungen (B49) und (B50) werden die partiellen Ableitungen berechnet und
in Gleichung (B51) eingesetzt:

ISSN 1865-8725 Version Mai 2022

Messanleitungen fir die ,Uberwachung radioaktiver Stoffe in der Umwelt und externer Strahlung"”



CHAGR-ISO-01-54

cov(f,g9) =1- 2z u?(z) + 0 z; " u?(2;) = 2, " u?(zy) = (B53)
R;

=F 'uZ(R3) =F T

Wird Gleichung (B53) in Gleichung (B46) eingesetzt, folgt Gleichung (B54):

2 Rs 2 2.,,,2 Rs
u(R3+R3-Fa)=7-(1+Fa)+R3-u(Fa)+2-Fa-T= (B54)

R
=T3-(1+2-Fa+Fof)+R§-u2(Fa) =
ot

Bei Einsetzen von Gleichung (B54) in Gleichung (B44) wird Gleichung (B55) erhalten, die

mit der Gleichung (B43) der Variante 2 identisch ist:

-(1+ E)? + R3 - u?(F,)

(B55)

R,

u? (Rn) = t

R
+ 73 (1+ F)? + R%-u%(F,)

Daraus folgt, dass additive Terme bei der Aufstellung der Ausgangsgleichung so zu
wahlen sind, dass Korrelationen zwischen ihnen vermieden werden.

ISSN 1865-8725 Version Mai 2022

Messanleitungen fir die ,Uberwachung radioaktiver Stoffe in der Umwelt und externer Strahlung"”



CHAGR-ISO-01-55

Anhang C
Erweiterte Darstellung der linearen Entfaltung

C.1  Weitere Parameter mit Unsicherheiten

Die nachfolgenden Ausfiihrungen erganzen die im Abschnitt 3.2 beschriebenen Grund-
lagen hinsichtlich der Einbeziehung weiterer Unsicherheiten.

Bei dem in Abschnitt 3.2 beschriebenen Verfahren der Entfaltung sind nur die Werte des
Eingangsvektors X mit Unsicherheiten behaftet. Es kdnnen jedoch noch weitere Para-
meter mit Unsicherheiten behaftet sein:

a) Essind neben den Werten des Eingangsvektors X auch in den Elementen A; = Yi(t;)
der Matrix A enthaltene Parameter, z. B. Nachweiswahrscheinlichkeiten oder Emis-
sionsintensitaten, mit Unsicherheiten behaftet. Diese Parameter, die selbst nicht Ziel
der ,Methode der kleinsten Quadrate” (Least-squares-Verfahren) sind, werden in
einem n,-Vektor p zusammengefasst. lhre Unsicherheiten werden in einer (n, x n,)-
Kovarianzmatrix U, zusammengestellt. Es gilt daher y,(t;) = Yi(t; p). Dieser Fall wird
in Abschnitt C.2 betrachtet.

b) Die gesuchten ErgebnisgroBen sind haufig noch nicht die aus dem Least-squares-
Verfahren erhaltenen AusgangsgréBen Y, sondern im allgemeinen Fall daraus abge-
leitete Funktionen Y = ¥Y(q, Y"). In diese Funktionen kénnen weitere mit Unsicher-
heiten behaftete Parameter q eingehen, deren Unsicherheiten in einer (ng X ng)-
Kovarianzmatrix U, zusammengefasst werden. In diesem Fall handelt es sich um ein
zweistufiges Modell, das im folgenden Abschnitt C.3 erldutert wird.

c) Die Falle a) und b) kdnnen auch gemeinsam eintreten. Dieser Fall ist in Abschnitt C.3
eingeschlossen.

Anmerkung:

Fir die meisten Messverfahren ist die Matrix Uy diagonal. Falls aber zur Berechnung aller Werte R, (t;) eine
identische Nulleffektzdhlrate Ry — z. B. die gleichzeitige Aktivitatsbestimmung von Strontium-89 (Sr-89)
und Strontium-90 (Sr-90) mit einem Proportionalzéhlrohr — verwendet wird, sind die Nettozahlraten Uber
diese gemeinsame Ry korreliert. Nach Gleichung (B18) ist dann u(x; xx) = cov[Ry(t:), Rn(t)] = u*(Ro).

C.2 Unsicherheiten bei der Entfaltung in der ersten Modellstufe

In diesem Fall sind neben den Unsicherheiten der EingangsgroBen X (Unsicherheitsmatrix
U,) auch die Unsicherheiten des Vektors p der in der Ansprechmatrix A enthaltenen
Parameter (Unsicherheitsmatrix Up) zu berlicksichtigen. Die Unsicherheitsmatrix U, setzt

sich daher nach Gleichung (C1) aus zwei Beitragen zusammen.
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' 0y1 9¥m dy; Oy C1
UL = ) S u(xl.xk)+z s LIRS “V
ik

Hierin werden die beiden Summen analog zu Gleichung (B2) in Matrixausdriicke umge-
wandelt:

U@L Yn) EUy(xp) =6 Uy GT+Q U, Q" =Uy(x) + Uy (p) (€2)

Die Elemente der (m x m)-Matrix G" und der (m x n,)-Matrix Q" sind hierbei die partiellen
Ableitungen Gj; = dy; /0x; und Q;; = dy; /dp; des in Gleichung (40) dargestellten Ergeb-
nisvektors y'. Der Vektor y' wird dabei nicht modifiziert. Die partiellen Ableitungen
werden numerisch als Differentialquotienten berechnet. Gleichung (C3) zeigt diese fiir
das Beispiel der Matrix Q"

ay, y{ (pi + 4p;) — yi(p; — Ap;) (C3)
opi 2-Ap;

Qll_

Fur jeden einzelnen Wert y; (p; + Ap;) missen dazu temporar die Matrix A sowie der
Ergebnisvektor y" und seine Kovarianzmatrix Uy nach den Gleichungen (40) und (41) neu

berechnet werden.

Die erste Summe aus Gleichung (C2), G'- Uy G'T, fuhrt auf die in Gleichung (41) ange-
gebene Varianzmatrix Uy Das lasst sich daraus herleiten [12], dass sich die Ableitung in
dyi/0x, auf eine Komponente des Vektors y’' = Uy - AT - Uzl(x) - x aus Gleichung (40)
bezieht. Fiir die Matrix G' aus GIeichung (C2) giltalso 6" = Uy, - AT - Uz1(x). Damit lasst sich
zeigen, dass der Ausdruck G'- Ux- G'T zu Gleichung (41) fihrt.

C.3 Unsicherheiten bei der Entfaltung im zweistufigen Modell

Die in der ersten Modellstufe mit der Anpassung flir X = A - Y’ erhaltenen Ergebniswerte
yi, sind als das Ergebnis der Aktivitatsbestimmung fur den Zeitpunkt der Messung zu
interpretieren. Ein weitergehendes Ziel ist es jedoch, z. B. die auf den Zeitpunkt der
Probeentnahme bezogenen Aktivitatskonzentrationen anzugeben, die durch die Werte
y; eines Vektors y reprasentiert werden. Dafir sind die Werte y; = yi(x, p) mit Faktoren
wi(q, yx) zu multiplizieren. Fir die ErgebnisgroBen y; miti = 1, ..., n gilt:

yi = wi(q,y1) - yi(x,p) (C4)
Diese Beziehung lasst sich nach Gleichung (C5) auch als Matrixprodukt schreiben

y=D-y (C5)
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wobei die (n x n)-Matrix D aus den Diagonalelementen w; besteht und alle nicht-dia-

gonalen Elemente in der Regel den Wert Null haben. Die Gleichung (C5) spiegelt die zweli
Stufen des Modells wider.

Fur die Unsicherheitsfortpflanzung gilt die zu Gleichung (C1) analoge Gleichung (C6):

dy, 9y, dy dy C6
U ym) = ) 5=, x k>+Z 22y ) + Z ) O

ik

Da sich die Unsicherheiten der Werte von x und p auf die erste Stufe des Modells be-
ziehen, wird fir die ersten beiden Summen eine Kettenregel fir partielle Ableitungen
verwendet. Das Ergebnis ergibt Gleichung (C7):

oy, dy;\ [0 oy,
2 ) =Z< yi-ﬂ)( . y’”)u(xl-.xkn (c7)
ik

oy, 0x; ) \O0yy, O0xy
3y, 6yz’> <6ym aym> 0y, 0Ym
) (5o ) (S 2 upypi) + ) oo S (g, 1)
- (f?yz opi) \oym ap) TP T Lidg; g 1k

Die Ausdricke in Gleichung (C7) lassen sich in die Matrixschreibweise nach Gleichung
(C8) Uberfihren:

Uy,p@) =0 6) U (J- GV +7J- Q) U, J-QV'+Q Uy Q" (C8)

Hierin sind J, G, Q' und Q die Matrizen der partiellen Ableitungen J;x = dy;/0yx,
Gik = 0yi/0xk, Qix = 0y;/0px und Q;x = dy;/0qx. Diese Ableitungen werden analog zu
Gleichung (C3) berechnet.

Unter Beachtung der Regel (4 - B)T = BT - AT und anschlieBender neuer Klammersetzung
wird Gleichung (C8) zu Gleichung (C9):

Uy(x,p,@) =] (6 Uy 6N J"+]-(Q" U, Q") JT+Q Uy Q" (C9)
Der erhaltene Klammerausdruck G’ Uy - G'T findet sich auch in Gleichung (C2) und ent-
spricht der Matrix Uy (x) aus Gleichung (41). Durch Einsetzen von Gleichung (41) in
Gleichung (C9) wird Gleichung (C10) erhalten:
_ -1
Uyp.g)=J [ U @Al T +](Q U, Q") T+ QU Q" (€10
Diese Gleichung lasst sich mit U, (x, p) aus Gleichung (C2) wie folgt vereinfachen:

Uy(x,p,q) =] -Uy(xp)-J"+Q-Uy- Q" (C11)

Anmerkung:
Fir weiterfiihrende Literatur wird auf die Veroffentlichung [22] verwiesen.
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Die Berechnung der zur Aufstellung der jeweiligen Matrizen benétigten partiellen Ablei-
tungen ist in der Regel nicht trivial. Sie erfordert die Bereitstellung von Routinen zur Be-
rechnung von y bzw. y’, d. h. zur Ausfiihrung des Least-squares-Verfahren. Diese werden,
wie schon unter Gleichung (C3) angedeutet, wiederholt fir die verschiedenen Argumente
einer partiellen Ableitung aufgerufen. Dabei andern sich — temporar — alle Eingangswerte
vony bzw. y"

Anmerkung:

Ein bestimmter aus der Entfaltung erhaltener Wert yj, kann verfahrensbedingt die Aktivitat eines der Probe
zugesetzten Tracers, aus dem die chemische Ausbeute 1 = n(y;) berechnet wird, reprasentieren. Die
chemische Ausbeute ist jedoch im Faktor w; in Form von wy(q, yi) bereits enthalten. Solche Félle fiihren zu

auBerhalb der Diagonalen liegenden Werten der Matrix J, z. B. in Form eines Verhaltnisses y7 / y3.

C.4 Unsicherheitsfunktion

Fur die Ermittlung der Erkennungs- und Nachweisgrenze ist es notwendig Werte fir
a(y = 0) oder i(y =y*) zu berechnen. Daftr wird ein Wert j; angenommen, dessen Vari-
anz u?(y1) zu ermitteln ist. Der Index, hier als 1 gewahlt, kennzeichnet dabei die Kom-
ponente des Vektors. Da y; nicht einer EingangsgroBe, sondern einem Wert einer Ergeb-
nisgroBe entspricht, kann eine Unsicherheitsfortpflanzung nicht direkt angewandt wer-
den. Um die gesuchte Varianz u?(y;) zu ermitteln, wird eine Folge von Rechenopera-

tionen benotigt, die im Weiteren als Unsicherheitsfunktion bezeichnet wird.

Die Abfolge dieser Rechenoperationen beginnt mit der Ermittlung von zu y; passenden
Eingangswerten %; und deren Kovarianzmatrix Uz Danach kann die Berechnung von
u?(y,) mit den Gleichungen (C2) oder (C10) erfolgen und fiihrt zur Unsicherheit ﬁy nach
Gleichung (C12):

ﬁ”y(x,p,q) =]{[AT . U;l(A yl) .A]_l + Qr ; Up . QIT}.]T +Q- Uq . QT (C12)

In Gleichung (C12) steht das Argument A - §" von Ug! flir den Vektor % der modifizierten
Werte der EingangsgroBen. Der Rechenweg, der vom angenommenen Ergebniswert y;
zum dazugehdrigen (1,1)-Wert der Unsicherheitsmatrix Uy fihrt, ist in Abbildung C1
schematisch dargestellt. Im Folgenden sind die in Abbildung C1 gezeigten Rechen-
operationen naher erlautert:

a) Auf den angenommenen Wert j; wird zundchst der vollstandige Vektor
¥ = [y1, max(0, y»), .., max (0, y,,)]T gebildet. Negative Werte y aus y werden mit Hilfe
der max-Funktion durch Null ersetzt, um Verzerrungen (Bias) der anderen Werte y;:x
zu vermeiden. Die Ubrigen Werte des Vektors y bleiben unverandert.
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b) Auf diesen Vektor wird Gleichung (C5) umgekehrt angewandt, wobei Umrechnungs-
faktoren, die als Diagonalelemente der Matrix D vorliegen, genutzt werden. Auf diese
Weise wird der Vektor y' = D1 - y berechnet.

¢) Im Anschluss wird der Vektor ¥ = A - y' der modifizierten Eingangswerte, d. h. der
Nettozahlraten, berechnet.

d) Deren Standardunsicherheiten konnen nach Gleichung (53) ermittelt werden.

e) Durch anschlieBende Invertierung von Uy wird die modifizierte Matrix Uzl(4 - y")
erhalten.

f) Letztere wird in Gleichung (C11) eingesetzt und damit die Standardunsicherheit von
Uj; berechnet.

a) Bildung des Vektors ¥

> v = [+ T
aus dem gegebenen §,; y = [J1, max(0,y,),---,max(0,y,)]

b) Umkehrung von

> y=D1.%
Gleichung (C5) Y Y

¢) Berechnung der modifi-

> X

A =[Ry(ty),..., Ry(te),..., Ry (¢
zierten Eingangswerte y = Falt) n(ti) n(tm)]

d) Berechnung der Unsicher-
heiten nach Gleichung (54) s

u? (ﬁn(tk)) = ﬁn(tk} +Ro- ( !

—+ tl) = [Up(A-F) ]k
0

tm tm

e) Invertierung von U,

- UFAY)

f) Anwendung von ~
Gleichung (C11) i’ y

Abb. C1:  Schematische Darstellung des Rechenwegs vom angenommenen Ergebniswert j;
zum dazugehdrigen (1,1)-Wert der Unsicherheitsmatrix Uy

Die Wurzel aus dem (1,1)-Wert der Unsicherheitsmatrix 17}7 ist der Wert u(y,) der Un-

sicherheitsfunktion zu dem angenommenen Wert y;.
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Anhang D
Bestimmung der charakteristischen Grenzen
mit der Software R

Fur die Berechnung der charakteristischen Grenzen kann sowohl kommerzielle als auch
frei verfigbare Software genutzt werden. Im Bereich dieser Messanleitungen wird im
Allgemeinen die Software UncertRadio verwendet; alternativ kann beispielsweise auch
die objektorientierte Open-Source-Software R eingesetzt werden. Mit dieser Software
lassen sich speziell fir Monte Carlo-Simulationen (siehe Abschnitt 7) durch Verwendung
von Arrays und Array-Operationen die einzelnen Programmanweisungen sehr kompakt
und damit anschaulich und Ubersichtlich gestalten [23].

Anmerkung:
Die Software R verlangt standardméaBig bei Eingabewerten die Angabe des Dezimalpunktes. Dieser wird
daher auch in den folgenden Beispielrechnungen statt des Kommas verwendet.

In diesem Anhang werden in den Abschnitten D.1 bis D.4 die flir Monte Carlo-Simula-
tionen notwendigen Funktionen der Software R vorgestellt. Abschnitt D.5 zeigt den Ein-
satz der Software R bei Least-squares-Verfahren (Methode der kleinsten Quadrate) und
Verteilungen.

D.1 Modell und Werte der Eingangsgro3en
Gleichung (D1) beschreibt ein Gbliches Modell zur Berechnung der ErgebnisgroBe.
1 (N, N,
y=0 Ra=—7 (-T2 Ri) o1
Die zur Berechnung der charakteristischen Grenzen erforderlichen MC-Simulationen wer-

den im Folgenden mit Hilfe der Software R aufgezeigt.

Die Werte und Standardunsicherheiten der als normalverteilt angenommenen Eingangs-
groBen werden in entsprechenden Programmvariablen gespeichert:

eps = 0.255; ueps = 0.004; normalverteilt;
v = 100; uVv = 0.0065; normalverteilt;
Nb = 1700; konstant;

NO = 1550; konstant;

tm = 300; konstant;

t0 = 300; konstant;

RI = 0.185; uRI = 0.015; normalverteilt;
Phi = 1/ (eps * V).
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D.2 Simulation der Verteilung der ErgebnisgroBe

Mit verschiedenen Befehlen kdnnen nun Arrays mit zufalligen Werten fur die normal-
verteilten EingangsgroBen

epsmc = rnorm(imc, mean = eps, sd = ueps);
vmc = rnorm(imc, mean = V, sd = uV);
RImc = rnorm(imc, mean = RI, sd = uRI);

und fur die gammaverteilten EingangsgréBen (siehe Anhang A.3)

Rbmc = rgamma (imc, shape=Nb, scale=1/tm);

ROmc = rgamma (imc, shape=N0, scale=1/t0).

erzeugt werden. Die hier gezeigten Arrays, deren Lange imc = 5-10° betragt, sind durch
ein an die Symbole angehangtes ,mc" gekennzeichnet.

Entsprechend der Gleichung (D1) wird die simulierte Verteilungsdichte der Ergebnis-
groBe y als Array ymc berechnet:

ymc = 1/ (epsmc * Vmc) * (Rmc - ROmc - RImc)
Dazu wird programmintern jeweils der k-te Wert der verschiedenen EingangsgréBen fur
die Berechnung des k-ten Ergebniswerts verwendet. Dieses Array ymc wird mit der
Funktion

hist(ymc, n = 70, main = "Histogramm fir y", xlab = "y", ylab =
"Wahrscheinlichkeitsdichte", freq = FALSE)

als Histogramm dargestellt (siehe Abbildung D1).

N w e 18)
o o o o
| | | |

—
o
|

Wahrschlichkeitsdichte

o
l

-0.02 0.00 0.02 0.04
: -1
y in Bg-l

Abb. D1:  Histogramm der Verteilung der ErgebnisgroBen y
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D.3 KenngroéBen der Verteilung
D.3.1 Bester Schitzwert

In Abbildung D1 liegt ein Teil der Verteilung unterhalb von Null. Fur die Berechnung des
besten Schatzwerts nach Bayes wird jedoch nur der positive Anteil der Verteilung ver-
wendet. Dieser wir im Array ymcpos Uber den Befehl

ymcpos = sort (ymc[ymc >= 01])
nach GroBe sortiert abgelegt.
Der beste Schatzwert und dessen Standardunsicherheit werden mit drei Befehlen ermit-
telt
ymean = mean (ymcpos); uy = sd(ymcpos)
und mit der R-Funktion cat () ausgegeben:

cat ("mean(y) = ",ymean,"; u(y) =", uy, "\n")

D.3.2 Probabilistisch symmetrisches Uberdeckungsintervall

Die probabilistisch symmetrischen Grenzen y= und y~, die in Abschnitt 5.3.1 erlautert sind,
werden Uber die Variablen yL und yH als Quantile berechnet

yL = quantile (ymcpos, probs = 0.05/2);

yH = quantile (ymcpos, probs = 1 - 0.5/2)

cat ("Probabilistisch symmetrische Grenzen: ", yL, " bis ", yH,

u; Lénge — "’ yH —- yL/ "\1’1")
und in folgender Form ausgegeben:

mean(y) = 0.01316; u(y) = 0.006743

Probabilistisch symmetrische Grenzen: 0.001491 bis 0.0272;
Lénge = 0.02571

D.3.3  Kiirzestes Uberdeckungsintervall

Ist die Angabe des kiirzesten Uberdeckungsintervalls gefordert (siehe Abschnitt 5.3.2),
werden dessen Grenzen y< und y~ mit den Variablen yLk und yHk Uber eine for-Schleife

berechnet:
gamma = 0.05; yshort = 1.e+30; poslen = length (ymcpos)
imcp = as.integer (gamma * poslen)

for (i in l:imcp) {
pl = i/poslen; ph = gamma - pl
k = (1 - ph) * poslen
yL = ymcpos[i]; yH = ymcpos([k]; ydiff = yH - yL
if (ydiff < yshort) {
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yshort = ydiff; yLK = yL; yHK = yH

}

cat ("Kiirzestes Uberdeckungsintervall: ", yLK," bis ", yHK, ";
Liange = ", yHK - yLK, "\n")

Anmerkung:

Mit einer for-Schleife wird der kleinste Wert der verschiedenen Abstidnde yH-yL=ymcpos[k]-
ymcpos [i] ermittelt. Dabei wird der Index i am linken Rand beginnend schrittweise bis maximal
gamma*poslen erhdht. Am rechten Rand wird bei jedem Schritt der Index k aus der Bedingung bestimmt,
dass die dazugehdrigen Wahrscheinlichkeiten p1 = pl (i) und ph = ph(k) am linken und rechten
Rand in der Summe gleich gamma sein missen.

Das Ergebnis dieser Berechnung wird wie folgt ausgegeben:
Kiirzestes Uberdeckungsintervall: 5.762e-06 bis 0.02484;
Lange = 0.02484

D.4 Erkennungs- und Nachweisgrenze

D.4.1 Erkennungsgrenze

Zur Berechnung der Erkennungsgrenze nach Gleichung (56) wird der Wert i(y = 0) der
Unsicherheit der ErgebnisgroBe bendtigt. Fir y = 0 ergibt sich nach Gleichung (D1)
R, = 0und damit gilt %; = R, = Ry + Ry. Die Standardunsicherheit u(£;) betragt dann nach
Gleichung (46) u(%;) = (%1/tm)~1/% bzw. u(Rp) = [(Ro + R1)/tm] /2.

Damit sind die Parameter der Normalverteilung von Ry, das als Variable Rbtilde im
Folgenden bezeichnet wird, bekannt. Damit wird das Array Rbtildemc erzeugt:

Rbtildemc = rgamma (imc, shape = (RO + RI)* tm, scale = 1/tm)
Mit der Variablen utilde0 fir die Standardunsicherheit i(y = 0)
utilde0 = sd(Rbtildemc - ROmc - RImc)

wird der Wert der Erkennungsgrenze y* als Variable ekgy berechnet
ekgy = 1.645 * mean(l./(epsmc * Vmc)) * utildeO

und mit
cat ("Erkennungsgrenze = ", ekgy, "\n")
ausgegeben:

Erkennungsgrenze = 0.01211
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D.4.2 Nachweisgrenze

Da die Werte der Zahlrate einer nicht-symmetrischen Gammaverteilung unterliegen,
muss anstelle des in Abschnitt 5.2 beschriebenen Verfahrens ein allgemein anwendbarer
Ansatz verwendet werden.

Dabei wird die Nachweisgrenze y¥ so lange iterativ variiert, bis das g-Quantil der dazu-
gehorigen Verteilung, hier mit gg (v¥) bezeichnet, gleich dem Wert der Erkennungs-
grenze y* wird. Dies entspricht einer Nullstellensuche fir die Differenz qg (y#) -y~ Fur
diesen Zweck wird die Funktion brent aus dem R-Paket ,pracma” verwendet. Damit
erledigt der folgende Aufruf die Berechnung der Nachweisgrenze:

yl = ekgy * 1.5; y2 = ekgy*3.0; # (vl,vy2): angenommenes
einschlieRBendes Intervall, in dem die Nachweisgrenze liegt

BB = brent (fun = gdiff, yl, y2, maxiter = 100, tol = 1.E-8, imc,
ROmc, RImc, epsmc, Vmc, eps, V, NO/tO, RI, tm, ekgy)

Das Objekt BB wird als Liste ausgegeben und enthalt als ersten Wert den Wert der
gesuchten Nachweisgrenze und als dritten Wert die Anzahl der durchgefiihrten Itera-
tionen:

cat ("NWG = ",BB[[1]]," niter = ",BB[[3]1], "\n")

Die Ausgabe des Ergebnisses lautet:
NWG = 0.0246; niter = 14

Die im obigen Aufruf der Funktion brent Ubergebene Funktion gdiff muss vom An-
wender selbst definiert werden. Diese Funktion berechnet in jedem lIterationsschritt die
Differenz qp () -y~

gdiff
ekgy)
{

Rb = y * eps*V + RO + RI

function(y, imc, ROmc, RImc, epsmc, Vmc, eps, V, RO, RI, tm,

Rbmc = rgamma (imc, shape = Rb * tm, scale = 1/tm)

ekgtest = quantile((Rbmc - ROmc - RImc)/epsmc/Vmc, prob = 0.05)
return (ekgtest - ekgy) # diese Differenz soll Null werden

}
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D.5 Operationen zu Least-squares-Verfahren und Verteilungen

D.5.1 Least-squares-Verfahren

Muss nach der Entscheidungsregel in Abbildung 1 das Least-squares-Verfahren (Metho-
de der kleinsten Quadrate) zur Ermittlung der charakteristischen Grenzen gewahlt wer-
den, erfolgen die Berechnung der ErgebnisgroBe nach der im Haupttext stehenden Glei-
chung (40)

y =Uy-A"-U;'(x)x

und die Berechnung der dazugehorige Standardunsicherheit nach der im Haupttext ste-
henden Gleichung (41):

Uy = (A" U;'@)- )

Diese Gleichungen werden in der Software R mit Operationen wie transponierte Matrizen
t (M), Inverse von Matrizen solve (M) oder Produkte von Matrizen M (Operator %$*%)

dargestellt:
Uys = solve(t(A) %*% (solve (Ux)%*%A))
ys = Uys %$*%(t(A)%*% (solve (Ux)%$*%x))

Mit Hilfe dieser Operationen lasst sich die in Abschnitt 2.3.2.2 genannte Gleichung (17)
|6sen.

D.5.2 Verteilungen
In der Software R werden die in Abschnitt 6 genannten Verteilungen mit folgenden Funk-
tionen aufgerufen:
norm fur Normalverteilung;
poiss  fur Poissonverteilung;
gamma  flr Gammaverteilung;
unif fur Rechteckverteilung.
Die dazugehorigen KenngroBen Verteilungsdichte (en. density), integrale Verteilungs-

funktion (en. probability) und die Zufallszahl (en. random number) werden mit den drei
Vorsatzzeichen 4, p und r ausgedriickt. Am Beispiel der Normalverteilung heif3t dies:

dnorm () : Verteilungsdichte;
pnorm () : integrale Verteilungsfunktion;
rnorm() : Zufallszahl aus der Normalverteilung.
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Anhang E
Ermittlung der Erkennungs- und Nachweisgrenze bei der
Bestimmung der Aktivitat eines Radionuklids, dessen
Aktivitat auf mehrere Proben verteilt ist

E.1 Problemstellung

Ublicherweise erfolgt die Bestimmung der Aktivitit eines Radionuklids anhand einer
einzigen Probe. Es sind jedoch auch Probeentnahmeeinrichtungen im Einsatz, bei denen
sich die Aktivitat verfahrensbedingt auf mehrere Einzelproben verteilt. Da das Ziel die
Bestimmung der Aktivitat im beprobten Medium ist, muss diese aus den voneinander
unabhangigen Messergebnissen der verschiedenen Einzelproben ermittelt werden.

E.2 Modell der Auswertung

Die oben beschriebene Problemstellung kann tber verschiedene Ansatze geldst werden.
Im Folgenden wird der Ansatz "Addition der Ergebnisgro3en der Einzelproben" vorge-
stellt.

Die gesamte Aktivitdt Ages eines Radionuklids in einem beprobten Medium kann Uber
eine Addition der in den Einzelproben erhaltenen Aktivitaten A4; nach Gleichung (E1) er-

mittelt werden.

m m m
Ages = Z A; = z ;- Ry = z @i - (Ro; — Ro;) (ET)
i i i

Die beigeordnete Standardunsicherheit wird nach Gleichung (E2) berechnet:

w2 (Ages) = D w2(A) = ) [g3 - wd(Ryy) +u2(0) - RE| =

(E2)
m
= Z l‘Plz : (fb'i + ?) +u?(g)) - Rlzl,il

i mi loi
In den Gleichungen (E1) und (E2) bedeuten:
Ages Aktivitat des Radionuklids im beprobten Medium, in Bg;
A; Aktivitat des Radionuklids in der i-ten Einzelprobe, in Bg;
m Anzahl der Einzelproben, die fiir die Bestimmung von Ag vorliegen;
u(Ages) Standardunsicherheit der Aktivitat im beprobten Medium, in Bg;
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of verfahrensbezogener Kalibrierfaktor der i-ten Probe, in Bg-sI™" oder Bg-ssm™
oder Bg's m™ oder Bg-s-kg™;

Ryi Bruttozahlrate der i-ten Probe, in s7';

Ry, Nettozahlrate der i-ten Probe, in s7%;

Ro,i Nulleffektzihlrate bei der Messung der i-ten Probe, in s™;

Em,i Messdauer der i-ten Probe, in's;

to,i Messdauer des Nulleffekts bei der Messung der i-ten Probe, in s.

Gleichung (E2) kann mit Hilfe der Beziehung Ry,; = Ry ; + Rg; zu Gleichung (E3) umgeformt
werden:

m .
Ry; Roi Ry,
uZ(Ages)=z 4012< R to,l>+u2(<Pi)'R§,il=
—~ L i

tm,i tm,i

(E3)

o[ 4 1 1
= § Qi - + (pl ROL + + urel((pl) A
| tm,i t tOl

- m,i
L

Mit dem Ansatz A; = Ages - fi, d. h. f; = Ai/Ages, wird die Unsicherheitsfunktion fiir Ages nach
Gleichung (E4) aufgestellt, wobei X; f; = 1 ist:

mL 0,i

) 1\ (4
= Aées ' Z I‘el((pl) ﬁ + Ages Z (pl + z (pl RO i <_ + t_) —_
ml 0,i

i

1 1 -
u (Ages) Z ges 901' +§01 Ry _+t_ +urel(§01) fl Ages =
tm,i
m

= Aées - az + Ages - a1 + ao
Die in Gleichung (E4) enthaltenen a-Koeffizienten lauten:

fi Ro,i

Ro,i

—) (E5)

to,i

Aus dieser Unsicherheitsfunktion folgt fiir die Erkennungsgrenze Gleichung (E6):

Ages = ki_q - 1(0) = ky_q - \[ag (E6)
Die Nachweisgrenze ist nach Gleichung (E7) definiert:

Aftes = Ages + k1_p - Ti(Alkes) (E7)

Entsprechend der Ausfiihrungen in Abschnitt 3.1.2.3 fuhrt dies mit den Koeffizienten as,
ai, ap zu der quadratischen Gleichung
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(Afes — Ages)” = k2 12 (Alhes) = K2+ [(Alkes)” - @z + Afes - a3 + ] (E8)

deren Losung

a
# o 2 1 (E9)
Ages - 1 — a, - k_f_ﬁ (Ages + kl_ﬁ . 7 +
2 a% * * 2 2
+k1_ﬁ * kl—ﬁ * Z + al * Ages + az * (Ages) + ao * (1 - az * kl—ﬂ)
lautet.

E.3 Erweiterung des Modells der Auswertung

Das im vorangehenden Abschnitt vorgestellte Modell der Auswertung beschreibt eine
Summe von Aktivitaten Ages als ErgebnisgréBe. Soll diese durch Multiplikation mit einem
Umrechnungsfaktor f, in eine Aktivitatskonzentration gewandelt werden, kénnen die
Gleichungen des vorangehenden Abschnitts mit einer einfachen Erweiterung auch fur die
Aktivitatskonzentration verwendet werden.

Zunachst wird die Gleichung (E1) durch Gleichung (E10) ersetzt:

m m m
Cges = fu ' Ages = fu ' ZAL' = fu Z Qi - Rn,i = fu ' z Qi - (Rb,i - RO,L’) (E10)
i i i

Analog zu Gleichung (E4) gilt fir die Standardunsicherheit der Aktivitatskonzentration:
uz (Eges) = Eées b bz + Eges b b1 + bO (E1 1)

Durch Wiederholung der Herleitung, die zu Gleichung (E4) flhrte, aber unter Einbe-
ziehung von w, lasst sich zeigen, dass folgende Beziehungen zwischen den b- und den a-
Koeffizienten nach Abschnitt E.2 bestehen:

by = a, + ule (f) (E12)
by =a;"f,
by = ay 'fuz

Die Erkennungs- und die Nachweisgrenze der Aktivitatskonzentration kénnen nun be-
rechnet werden, indem in den rechten Seiten der Gleichungen (E6) und (E9) die b-Koef-
fizienten anstelle der a-Koeffizienten eingesetzt werden und die Symbole Ages durch éges

ersetzt werden.
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Anmerkung:

Durch die Einbeziehung des Umrechnungsfaktors f, kann der Fall eintreten, dass es eine EingangsgroBe
gibt, die sowohl im Ausdruck fiir f, als auch einem der Ausdriicke flr A; enthalten ist. Dann muss zum
Ausdruck fir uz(éges) eine Kovarianz zwischen f;, und dem A4; hinzugefiigt werden.

Die in den Abschnitten E.2 und E.3 angegebenen Formeln lassen sich auch auf den Fall anwenden, dass die
ErgebnisgroBe auf der Differenz zweier Aktivitaten beruht. Ist dies beispielsweise (A3 - A;), geschrieben als
(A3 - A negativ), dann hat A3 negativ €inen negativen Wert; fir die Faktoren f; gilt dann: f3> 1, f, < 1 und

fa+fz=1
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Anhang F
Berechnung der HilfsgroBe Omega,
des besten Schatzwerts und der ihm zugeordneten
Standardunsicherheit sowie der Uberdeckungsintervalle

F.1 Berechnung der HilfsgroBe Omega

Die in DIN EN ISO 11929 verwendete HilfsgroBe w < 1 ist die Flache der gestrichelten
GauBkurve zwischen null und +co in Abbildung 4, d. h. die Flache der Normalverteilung
ab null aufwarts entsprechend Gleichung (F1):

(0]

w = fmm(?ly,u(y)) dy =f
0

0

_G-»? (FT)
-e 2:Ur(y) d}“;

1
u(y)-vz-m

Mit Hilfe der Transformation z = (y - y)/u(y) und dy = u(y) dz wird Gleichung (F2) erhal-

ten:
Yy
[oe] [ee] u
1 __Zd 1 _ﬁd 1 _éd
w = e 24z = ‘e 2dz— e 2dz=
_y/u\/Z T _Oo\/Z'T[ A V2 T
-y/u(y)
- [ g=erasi-e(Z)=1-[1-e () "
= — e 2 dz = — —_ = — — —_— =
S Nz u¥) u(y)
y
o)
u(y)

F.2 Bester Schatzwert

Der beste Schatzwert wird aus dem Erwartungswert und der Varianz erhalten. Fir die
einseitig beim Wert null abgeschnittene Normalverteilung wird der Erwartungswert E())
nach Gleichung (F3)

u(y) ¢ (— ﬁ) (F3)

1-(-p)

und die Varianz Var(y) nach Gleichung (F4) berechnet:

EG)=y+

u®) - ¢ (— ﬁ) (F4)

1-(-ap)

EG)=y+
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Hierin sind ¢(x) Funktionswerte der Dichte und ®(x) Funktionswerte der Verteilungs-
funktion der standardisierten Normalverteilung.

Nach Umformung von Gleichung (F3) in Gleichung (F5) entspricht diese der in [1] ange-
gebenen Gleichung fiir den Erwartungswert:

_/u»))? _/u))?
2 u-e 2

V2 Tt w

u-e

ww o)

EG)=y=y+ =y+ (F5)

Die Varianz wird aus Gleichung (F5) mittels Unsicherheitsfortpflanzung beziiglich y auf-
gestellt und fihrt zur Gleichung (F6):

A 7L <2) N
Var(¥) = u?(y){1+ uy) + ¢ - (F6)
w V21 w V2 T

Der zweite und dritte Term in Gleichung (F6) kénnen durch den Ausdruck (y -y)/u(y)
aus Gleichung (F5) ersetzt werden. Dies fuhrt zu Gleichung (F7):

-9 [0-» (F7)

u?(y) u(y)

2
Var(fl)=u2(y)-{1—y l }=u2(y)—37-(§1—y)

F.3 Uberdeckungsintervalle

Die Herleitung der Uberdeckungsintervalle der abgeschnittenen GauBverteilung wird im
Folgenden sowohl fiir das probabilistisch symmetrische als auch fiir das kiirzeste Uber-
deckungsintervall beschrieben [10: Anhang B].

Daflir wird der primare Wert y und seine Standardunsicherheit u(y) als gegeben voraus-
gesetzt. Mit den transformierten Werten z =y /u(y) und zy =y /u(y) lassen sich die Ver-
teilungsdichte f, nach Gleichung (F8)
_ 2
o )
zZ) =———
Jz w'V2'm
und die Verteilungsfunktion F, nach Gleichung (F9) beschreiben:

(z —2p) — (0 — zp) _

z 0
P
F;(z) = ffz(z') dz' — ffz(z’) dz' =

w
_P(z—z))-(1-w) (F9)
w
b(z—2zp)—1
_Pe-m) -1
w
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AuBerdem gilt die Identitat &(-x) =1- @(-x), wobei x allgemein den Parameter der
Verteilungsfunktion @ bezeichnet.

Anmerkung:

Es sei nochmals betont, dass sich die nachstehenden Gleichungen immer auf eine abgeschnittene Normal-
verteilung beziehen, wie sie in [1] angewendet wird. Bei Monte Carlo-Simulationen nach [2] werden da-
gegen diskrete Verteilungen erzeugt, deren Form deutlich von der Normalverteilung abweichen kann. Wie
speziell das kiirzeste Uberdeckungsintervall ermittelt wird, kann Anhang D.3.3 entnommen werden.

F.3.2  Probabilistisch symmetrisches Uberdeckungsintervall

Mit den obigen Voraussetzungen werden die Grenzen des probabilistisch symmetrischen
Uberdeckungsintervalls wie folgt berechnet.

Fur die untere Grenze z< folgt aus

Y o P27 —2z9) -1
5 = F,(z7) = ” +1
der Ausdruck

a)-(l—g)=¢><yu_(;; )

und daraus abgeleitet Gleichung (F10):

y =y —ky-uly) (F10)
Damit entspricht Gleichung (F10) mit p = w - (1 -y/2) den Gleichungen (63) und (65).
Fir die obere Grenze z~ folgt aus

B d(z° —z5) — 1
B )

+1

4 >
1- 2 Fz(z%)
der Ausdruck
14 ¥y -y
w(1-2-1)=o -1
( 2 ) ( u(y) >

beziehungsweise umgeformt:

Yy (¥ -y

Daraus abgeleitet wird Gleichung (F11) erhalten:
Yo =yt kg u®) (F11)

Damit entspricht Gleichung (F11) mit g = 1 — w - y/2 den Gleichungen (66) und (68).
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F.3.3  Kiirzestes Uberdeckungsintervall

Mit den oben beschriebenen Transformationen und mit Gleichung (F9) kdnnen auch die
Grenzen des kirzesten Uberdeckungsintervalls berechnet werden. Allerdings sind dazu
zwei weitere Bedingungen entsprechend den Gleichungen (F12) und (F13) erforderlich:

a) f2(z%) = fz(z7) (F12)

b) F7(z7) = F;(z°) =1—y (F13)

Die Bedingung a) bedeutet, dass die dazugehorigen Grenzen symmetrisch sind:

z<7” =2zy+b

Der Wert von b wird aus der zweiten Bedingung b) hergeleitet

_CD(Z>—ZO)—1+1 b(z< —zy)—1 1_CD(Z>—ZO)—<D(Z<—ZO)

1—
4 w w w

w (1=y)=®(b)—o(-b) =d(b)— (1— (b)) =2-®(b) — 1

1+w-(1-
w-A-y) _ & (b)
2
und betragt
bzkp'u(y) mit p=1+(1)'2(1—)/)

Die sich daraus fiir die Grenzen des kiirzesten Uberdeckungsintervalls ableitende Glei-
chung (F14)

YT =yxk,uy) (F14)

ist gleichbedeutend mit den Gleichungen (70) und (71) in Verbindung mit Gleichung (72).

Wenn allerdings z< < 0 erhalten wird, wird z<=0 gesetzt, d. h. y<=0. Hierfur lautet der

Ansatz:
1_y=<1>(z>—zo)—1+1_(1§(0—zo)—1_1=CD(Z>—ZO)—(1—CD(ZO))=
w w w
o(b) -1
= () +1
w

Umgeformt wird daraus Gleichung (F15):
—y-w+1=d(b) (F15)

Gleichung (F15) ist gleichbedeutend mit Gleichung (75) in Verbindung mit Gleichung (76).
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Anhang G
Messung von Radionukliden mit kurzen Halbwertszeiten

G.1 Allgemein

Die Bruttoimpulsanzahl Ny, setzt sich im Allgemeinen aus einem poissonverteilten Beitrag
des Messpraparats und einem poissonverteilten Beitrag des Nulleffekts zusammen. Die
Summe beider Beitrége ist ebenfalls poissonverteilt (siehe Abschnitt 6.2.2.1).

Bei der Aktivitatsbestimmung eines Radionuklids, dessen Halbwertszeit kleiner als oder
vergleichbar groB3 wie die Messdauer t,, ist, trifft diese Annahme nicht mehr zu, da die
aus Mehrfachmessungen eines Messpraparats ermittelte Varianz der Bruttoimpulsanzahl,
Var(Ny), kleiner als die Bruttoimpulsanzahl Ny, ist [24, 25, 26, 27, 28, 29].

In diesem Fall ist der Beitrag des Messpraparats jedoch binomialverteilt, wéahrend der
Beitrag des Nulleffekts weiterhin poissonverteilt bleibt. Die Verteilung der Summe dieser
Beitrage wird als Binomial-Poissonverteilung bezeichnet.

G.2 Einfiihrung der Binomial-Poissonverteilung

In Anlehnung an Gleichung (7) werden den Beitragen des Messpraparats und des Null-
effekts die mit der Messdauer t;,, der Bruttomessung verknipften Impulsanzahlen N, und
Np zugeordnet.

Die Binomialverteilung von N, (siehe Gleichung (79), Abschnitt 6.2.2.1) wird wie folgt
charakterisiert: Zu Beginn der Messung des Praparats liegen Ny Atome des Radionuklids
mit kurzer Halbwertszeit vor. Zwischen Ny und der Aktivitat A besteht die Beziehung
A = A - Nu. Das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit (1 - e t) fiir den Zerfall eines Atoms
wahrend der Messdauer t,,, und der Wahrscheinlichkeit g, diesen Zerfall in einem Detektor
nachzuweisen, stellt den einen Parameter p = ¢ - (1 - e ) der Binomialverteilung dar,
N, den anderen.

Die Verteilung der Bruttoimpulsanzahl, P(Ny), wird aus den beiden diskreten Verteilungen
Py,(Np) und Py,(No) der Variablen Nj, (siehe auch Gleichung (8), Abschnitt 2.3.1) und Ny
mit Hilfe einer Faltungsoperation fur die Summe zweier unabhangiger Variablen nach
Gleichung (G1) berechnet:

Np Np
P(Ny) = ) Py () Py (Ny = 1) = > Py, (N = 1) - Py, () @1
n=0 n=0
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Durch eine Anpassung an die in der Statistik tGblichen Schreibweise und der Einbeziehung
der zu N, und No gehdrenden Zahlraten R, und Ry geht Gleichung (G1) in Gleichung (G2)

Uber:
£ (G2)
Poipoi (kINo, B, Ro,tm) = > Pai(IN2,P) - Pooi(k = 1Ry - t)
n=0
mit E(k) =Ny p+Noyy =Ny P+ Ryt =Ny (G3)

und Var(k) = (Ny*p + Nom) (1 =) + Nom *p = Ny (1 = p) + Now - p = u2(N,) (G4

Dabei bedeuten:
Nom wahrend der Messdauer t,, angefallene Anzahl von Nulleffektimpulsen;

k mogliche Werte der Bruttoimpulsanzahl.

Der Erwartungswert bzw. Mittelwert der Binomial-Poissonverteilung ist nach Gleichung
(G3), ihre Varianz nach Gleichung (G4) zu berechnen.

Die Varianz der Bruttoimpulsanzahl nach Gleichung (G4) ist kleiner als die Varianz Ny
einer Poissonverteilung. Dieser Effekt wird mit dem englischen Begriff ,underdispersion”
bezeichnet [27, 30].

G.3 Unsicherheiten von Zahlraten und Aktivitat

Die Standardunsicherheit der Bruttozahlrate Ry, = Ny, /t,, wird nach Gleichung (G5)

2(R) = —— 22(NL) = - [Ne - (1 — ] =

1
=—-[Rp- (1 —p) + Ry D]

tm

berechnet, die der Nettozahlrate R,, = R, — Ry nach Gleichung (G6):

WE(Ry) = 02 (Ry) + 02 (Re) = 22+ (L= p) + Ry (2 + ) (6
m m 0
Anmerkung:
Fir p — 0 lasst sich die Binomialverteilung durch eine Poissonverteilung anndhern. Damit gehen auch die
Gleichungen (G5) und (G6) in die fiir die Poissonverteilung geltenden Beziehungen u?(Rp) = Np/ty, und

u?(Ry) = Rp/tm + Ro/to Uber.

Fir die zum Zeitpunkt t = 0 vorliegende Aktivitat Ay = A - Ny wird in der Messdauer t,, die
allein auf den Beitrag des kurzlebigen Radionuklids verursachte Nettoimpulsanzahl N

registriert bzw. nachgewiesen.
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Dafur gelten die Gleichung (G7) und die Gleichung (G8):

tm
ane-fA-NA-e_“mdt=NA-£-(1—e_’1'tm)=NA-p (G7)
0
1—e™m) &4 G8
Rn=—n=£-A0-( ) &4 (©9)
tm Aty f3

Die zum Zeitpunkt t = 0 vorliegende Aktivitat Ay entspricht dann Gleichung (G9):

1 At Nn_é_ (G9)

07 1—eHm) ¢, e "

Eine bezogene Aktivitat a kann nach Gleichung (G10) berechnet werden, wenn ¢, der-
jenige Teil des Kalibrierfaktors ist, der die probenbezogenen Informationen enthalt:

f: G10
a=(p0'A0=§00'?3'Rn=§0A'Rn (G10)

Mit Hilfe der partiellen Ableitungen fur ¢, €, A, R, und Ry wird die Standardunsicherheit
der bezogenen Aktivitat u(a) nach Gleichung (G11) ermittelt:

(@) = @ - [ud(9o) + w2 (&) + (1= fy - e¥im)" w2y ()] + G1)

Rb P 1
N RN ]
m m 0

Mit der Substitution Ry, = d@/¢@a + Ry wird die Unsicherheit als Unsicherheitsfunktion u?(a)

entsprechend Gleichung (G12) verwendet:

u? (@) = a - [u?el(QDO) + ulgel(g) + (1 —f3- e_l.tm)z 'ufel(l)] + (G12)

+ @3 [d 1 (1-p)+R <1+1)]
Pa tm oa PTG T

Mit dieser Gleichung kénnen die Werte von Erkennungs- und Nachweisgrenze nach den
Abschnitten 5.1 und 5.2 berechnet werden.
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G.4 Bestimmung von Radionukliden mit einer der Messdauer
ahnlichen Halbwertszeit

Ein Beispiel fir die Bestimmung von Radionukliden mit einer der Messdauer dhnlichen
Halbwertszeit ist die Betamessung von Actinium-228 (Ac-228), das zuvor vom Mutter-
nuklid Radium-228 (Ra-228) abgetrennt wurde.

Das Ac-228 zerfallt mit einer Halbwertszeit von 6,15 Stunden. Bei einer Messdauer t,, von
beispielsweise 10 Stunden einer durchgehenden Messung entspricht dies einem A - t,
von etwa 1,16. Die Bruttoimpulsanzahl Ny, betragt dabei 50 Impulse und die wahrend der
Messdauer t,, angefallene Anzahl von Nulleffektimpulsen, Noy,, 20 Impulse. Mit einer
Nachweiswahrscheinlichkeit € = 0,25 wird p zu 0,238. Nach Gleichung (G5) ist die Varianz
Var(Np) = 500,762 + 20 - 0,238 = 42,86 und damit kleiner als der bei der Annahme einer
reinen Poissonverteilung zu erwartende Wert von Var(N) = 50.

Ein Zahlenbeispiel hierzu kann dem UncertRadio-Projekt ,Ac228_binomial_V2_DE.txp"
entnommen werden.
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