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ZERFALL/MEHRGL-01

Aktivitatsbestimmung von Radionukliden
in mehrgliedrigen Zerfallsreihen

1 Einleitung

In Zerfallsreihen von Radionukliden mit mehr als zwei Gliedern ist eine einfache Expo-
nentialfunktion nicht ausreichend, um eine von einem Startzeitpunkt aus vorwartsge-
richtete, zeitliche Entwicklung der Aktivitaten ihrer einzelnen Glieder zu beschreiben.
Diese Entwicklung wurde zunachst mit Hilfe der Bateman-Gleichungen, einem System
gekoppelter Differentialgleichungen erster Ordnung, mathematisch behandelt [1]. Diese
wurden unter der Randbedingung gel6st, dass zu einem Startzeitpunkt, beispielsweise
nach einer radiochemischen Abtrennung, nur die Aktivitat eines Ausgangsnuklids vor-
liegt.

Spater entwickelte Lésungsverfahren [2, 3, 4] beziehen zwei weitere Randbedingungen
mit ein:
— Die Anfangsaktivitaten der Folgeprodukte sind groBer als Null.

— Es treten Verzweigungen innerhalb der Zerfallsreihe auf.

In diesem Allgemeinen Kapitel wird fiir die Losung der erweiterten Bateman-Gleichungen
ein neueres Verfahren von Levy [5] vorgestellt, die Anwendung des Verfahrens der line-
aren Entfaltung nach der DIN EN ISO 11929-3 [6] inklusive der Unsicherheitsbetrachtung
erlaubt. Damit wird auch die Zerfallskorrektion, d. h. die Berechnung der auf einen
beliebigen Zeitpunkt bezogenen Aktivitaten, beispielsweise den Zeitpunkt der Probeent-
nahme, ermdglicht. Somit werden die Ausflihrungen zu Zerfallskorrektionen des Allge-
meinen Kapitels y-SPEKT/GRUNDL dieser Messanleitungen [7: Abschnitt 9.4] erweitert.

Typische Vertreter mehrgliedriger Zerfallsreihen sind die natirlich vorkommenden Uran-
und Thorium-Zerfallsreihen, deren Eigenschaften verbunden mit Empfehlungen fir die
Praxis in den Allgemeinen Kapiteln y-SPEKT/GRUNDL und y-SPEKT/NATRAD dieser Mess-
anleitungen verwiesen [7, 8].
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ZERFALL/MEHRGL-02

2 Radioaktiver Zerfall eines einzelnen Radionuklids

Die Zeitabhangigkeit des radioaktiven Zerfalls der Atome eines Radionuklids r nach dem
radioaktiven Zerfallsgesetz wird durch die Gleichung (1) beschrieben:

Nr(t) = N,(0) - e~Mt (1)

Dabei bedeuten:

t Zeitdauer, in s;

Ny (t) nach der Zeitdauer t noch vorhandene, nicht zerfallene Atomkerne des Radio-

nuklids r;
N:(0)  Anzahl der Atome des Radionuklids r zum Zeitpunkt t = O;
Ay Zerfallskonstante des Radionuklids r, in s™":
1= In 2
Sy

Das Zerfallsgesetz wird nach der Literatur [9] aus einem rein statistischen Modell unter
der Annahme zweier Bedingungen hergeleitet:

— Der Zerfall eines einzelnen radioaktiven Atomkerns ist unabhangig von dessen Ver-
gangenheit, d. h. ,Atomkerne altern nicht.”;

— Die Zeitdauer bis zum Auftreten eines Zerfalls unterliegt fur jeden einzelnen dieser
Atomkerne derselben Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Mit der Beziehung A; = A; - N, zwischen der Aktivitat A, und der Atomanzahl N, des Radio-
nuklids r wird Gleichung (1) in Gleichung (2) Gberfuhrt:

Ar(t) = A(0) - g™t (2)

Der Faktor e*rtin Gleichung (2) ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Atomkern innerhalb
der Zeitdauer t nicht zerfallt, und wird Ublicherweise als Abklingfaktor bezeichnet.

Der Zerfallskorrektionsfaktor e?rt wird verwendet, um entsprechend Gleichung (3) die
gemessene Aktivitat auf einen zuriickliegenden Zeitpunkt t = 0, Ublicherweise den Zeit-
punkt der Probeentnahme, zu berechnen.

Dabei berticksichtigt der Korrektionsfaktor f; die Abnahme der Aktivitat des betrachteten
Radionuklids r zwischen der Probeentnahme und dem Beginn der Messung

fo=elria (4)

und der Korrektionsfaktor f; die Abnahme der Aktivitat wahrend der Messdauer:
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ZERFALL/MEHRGL-03

t=tm -1
1 Aot
_ . oy _ r ‘m
e el e = ®
t=0

Das inverse Produkt der Korrektionsfaktoren wird nach Gleichung (6) als Abklingfaktor f4

definiert:

_ 1
_f1'f3

fa (6)
Fur die einzelnen Glieder einer Zerfallsreihe geht der Abklingfaktor fy in den Zerfalls-
konstanten abhangigen Abklingfaktor f4(A;) Gber.

Anmerkung:

Die Zunahme einer vom Detektor bis zum Zeitpunkt t<ty, erfassten Impulsanzahl N(t<ty) wird durch die
Funktion f31(t<ty) beschrieben. Daher ist das Produkt N(t<tp)-f3(t<tm) konstant, d. h. es dndert sich
vom Beginn der Messung an nicht mehr. Also reprasentiert R () = N(tm)/ tm -f3 die auf den Beginn der

Messung bezogene Zahlrate [10, 11]. Mit der Anwendung von Gleichung (3) erfolgt somit eine Korrektion
vom Beginn der Messung zurlick zum Zeitpunkt der Probeentnahme.

Die beschriebenen Abklingkorrektionen gelten nicht, wenn das betrachtete Radionuklid
Teil einer Zerfallsreihe ist. In diesem Fall werden die Ergebnisse der Bateman-Gleichungen
Uber die Messdauer gemittelt (Abschnitt 5.3).

3 Losungen der Bateman-Gleichungen (,Bateman-Funktion™)

3.1 Varianten der Bateman-Gleichungen

Die Bateman-Gleichungen in ihrer urspringlichen Form beschreiben die Zeitabhangig-
keit der Atomanzahlen N; in einer Zerfallsreihe mit n Gliedern (miti=1, 2, 3, ..., n) durch
Differentialgleichungen erster Ordnung. Werden jedoch Aktivitdten betrachtet, missen

diese Differentialgleichungen mit Hilfe der Zerfallskonstanten 4; in solche fur Aktivitaten
avy _ 1 da;

A; Uberfuhrt werden. Dazu dienen die Beziehungen A4;=4;- N; und =

Des Weiteren kdnnen in einer Zerfallsreihe Verzweigungsverhaltnisse und Abtrennraten
auftreten, die beriicksichtigt werden mussen. Die Differentialgleichungen mit Verzwei-

gungsverhaltnissen und Abtrennraten sind in Tabelle 1 zusammengestellt.

Anmerkung:

Abtrennraten quantifizieren Effekte, bei denen ein Radionuklid durch einen physikalischen, biologischen
oder chemischen Prozess aus dem Probenmaterial entfernt wird. Beispiele hierflr sind unterschiedliche
Loslichkeiten in wassrigem Material oder die Exhalation von Edelgasen, siehe auch Abschnitt A.3. Fur die
Aktivitaten A; nicht abgetrennter Radionuklide gilt: v; = 0.
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Tab. 1: Differentialgleichungen fiir Atomanzahlen oder Aktivitaten

fiir Atomanzahlen fiir Aktivitaten
dNi dAl
7r = M- Niea = 4 N gr = A T A A

mit Berlicksichtigung der Verzweigungsverhaltnisse z;_1
dN; dA;
¢ = Zi-1 Aiea N = A Ny T = A A A — A 4
mit Berucksichtigung der Abtrennraten v;

dN; dA;
¢ = Zi-1 e Niea — (4 +vi) - N; T = di-1 A A - (i +vi) - 4

3.2 Anwendung des Matrixverfahrens

Im Folgenden werden Gleichungen zur Berechnung der Aktivitaten in einer Zerfallsreihe
mit n Gliedern aufgestellt, wobei zugelassen wird, dass die Anfangsaktivitaten aller Toch-
ternuklide groBer als null sein dirfen.

Anmerkung:
Die Anzahl der Glieder ist vom Ausgangsnuklid der Zerfallsreihe abhangig; dieser Zusammenhang wird im
Allgemeinen Kapitel y-SPEKT/GRUNDL dieser Messanleitungen diskutiert [7: Anhang C].

Zur Berechnung der Aktivitaten innerhalb einer Zerfallsreihe wird das in der Literatur [5]
entwickelte Verfahren verwendet, das im Anhang A.1 erlautert wird. Dieses beschreibt die
Aufstellung einer Matrix F, die die Vektoren der Anfangsaktivitaten ag(t=0) und der
Endaktivitaten a¢(t > 0) linear verknlpft und die Berlicksichtigung von Verzweigungen

innerhalb der Zerfallsreihe erlaubt. Nach Gleichung (7) bzw. Gleichung (A6) in Anhang A
gilt folgende Beziehung:

a, =F - a bzw.

Al(t) Al(o) f1,1 0 0 0 Al(o) (7)
Az.(t) —F. Az_(o) _ f%,1 fz.,z 0 0 _ Az.(o)

An(®) 40 \fur far o fan/ \Ag(0)

Die Ausfuihrung der Matrixmultiplikation fihrt zu den Komponenten des Vektors, wie in
Gleichung (8) gezeigt:

A (t) = f11 - A1(0)
Ay(t) = f1-A1(0) + f22 - A,(0)
(8)

Ap(t) = fn,l -A;(0) + fn,z A,(0) + - + fn,n - A, (0)
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Die Elemente der Matrix F sind Funktionen von Zerfallskonstanten, die nach den Glei-
chungen (A6), (A3) und (A2) aus dem Anhang A.1 zu generieren sind. Werden in der
Diagonalen von F die Werte e™i*t verwendet, erfolgt keine Mittelung (iber die Mess-
dauer; bei Verwendung der Werte f4(4;) aus Gleichung (6), wird hingegen tber die Mess-

dauer gemittelt.

Zur Berucksichtigung von Verzweigungsverhaltnissen z; oder Abtrennraten v; wird auf

Tabelle 1 verwiesen.

3.2.1 Anwendung auf eine zweigliedrige Zerfallsreihe

Bei einer zweigliedrigen Zerfallsreihe werden die bekannten Gleichungen fir die Werte
der Aktivitaten unter Verwendung der nachstehenden Gleichungen erhalten.

nach Gleichung (8): A (t) = f1,1-441(0)
Ay(t) = fo1-A1(0) + f2, - A2(0)

nach Gleichung (A7): fo1 = S by, - (f2,2 - f1,1)

bz2—-b11

Al't Az't

mit f1’1 =e und fz'z =e

nach Gleichung (A3): bi; = =4
by1 =212 42
mit Z1p = 1
Das Ergebnis der Herleitung wird in Gleichung (9) gezeigt:

A () =e Mt 4,(0)
)

A2

A — A4

A, (t) = (eht—e2 ) 4,(0) + e 2t A,(0)

3.2.2 Anwendung auf eine dreigliedrige Zerfallsreihe

Fir eine Zerfallsreihe mit n =3 Gliedern werden die Gleichungen zur Berechnung der
Aktivitaten auf ahnliche Weise erhalten, wie in Anhang A.4 gezeigt wird. Diese sind in
Tabelle 2 aufgelistet.

Das Matrixverfahren wird im Anhang C exemplarisch fur den Zerfall von Zr-95 in Nb-95
unter Berlcksichtigung der Verzweigung zum metastabilen Zustand von Nb-95 gezeigt.
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Tab. 2: Gleichungen zur Berechnung der Aktivitaten fiir eine dreigliedrige Zerfallsreihe; hierin
sind die Werte der Verzweigungsverhaltnisse z; ; gleich 1 zu setzen, um die bekannte
Form der Gleichungen zu zeigen

Zerfallsglied Aktivitat

1 Ay(t) = A1(0) - e M7t
et oAt
2 Ay(t) = A1(0) 215 25 </12 ) + = lz) +4,(0) ezt
et
3 Az(£) =A1(0) " zy 5233 Ay~ A3 - <(/12 G =) +
ezt oAzt
T U — &) O~ )0 — @)) "

e—lz -t e—lg -t

I B

+A2(0)'Zz'3'l3'< )"‘143(0)'6_13.‘t

3.2.3 Kombination einer Zerfallsreihe mit weiteren Einzelnukliden

Bei Messungen von Zahlraten der Radionuklide einer Zerfallsreihe mit n Gliedern kénnen
auch Radionuklide, die nicht zur Zerfallsreihe gehdéren, erfasst werden. Ein Beispiel dafur
ist die Zerfallsreihe Sr-90/Y-90 (n = 2), bei der ein Zahlratenbeitrag des Ausbeutetracers
Sr-85 mit eingeht. Werden mit einer Messung alle Radionuklide erfasst, wird die fur die
Sr-90/Y-90-Zerfallsreihe berechnete F-Matrix um ein diagonales Element fiir Sr-85 erwei-
tert: fe1 01 = €7 Anr1E

Somit wird Gleichung (7) um eine Gleichung 4,,,,(t) erweitert, wobei die Matrixelemente
fn+11 bis fne1, alle gleich null zu setzen sind. Es gilt Gleichung (10):

A (t) = f1,1 - 441(0)
Ay(t) = f21 - A1(0) + f, - A2(0)

(10)
An(t) = fn,l ' Al(o) + fn,Z 'AZ(O) + et fn,n ' An(o)
An+1(t) = fn+1,n+1 ' An+1(0)
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4 Ermittlung von Anfangsaktivitaten mit Hilfe von
Zerfallskorrektionen

4.1 Allgemein

Bei einer Messung werden die Aktivitaten A;(t) von n Radionukliden einer Zerfallsreihe zu
einem Zeitpunkt t bestimmt. Die A;(t) bilden den Vektor a;. Um die Aktivitaten 4;(0), d. h.
die Komponenten des Vektors ag und deren Standardunsicherheiten zum Zeitpunkt ¢t = 0,
zu ermitteln, werden in den folgenden Abschnitten zwei Berechnungsmaoglichkeiten,
insbesondere in Bezug auf die Unsicherheitsfortpflanzung, vorgestellt:

— ein auf der linearen Entfaltung basierendes Matrixverfahren (Abschnitt 4.2);

— ein rekursives Verfahren (Abschnitt 4.3).

4.2 Matrixverfahren

Im Allgemeinen Kapitel CHAGR-ISO-01 dieser Messanleitungen wird das Verfahren der
linearen Entfaltung vorgestellt [12: Abschnitt 3.2, Gleichungen (40) und (41)]. Die bei
mehrgliedrigen Zerfallsreihen fiir den Zeitpunkt t = 0 gesuchten Aktivitaten ap werden
durch den Zusammenhang a; = F - ag, der in [12: Abschnitt 1, Tabelle 2] dem Zusammen-
hang x~ A -y’ entspricht, beschrieben. Durch Anwendung der linearen Entfaltung kon-
nen die Unsicherheitsmatrix Uq, und der Vektor ag mithilfe der Gleichungen (11) und (12)

berechnet werden.
Uaoz(FT'U;tl'F)_l (1)

agp=U,, ' F'- U, a, (12)

Dabei bedeuten:

ayp Vektor der auf den Zeitpunkt ¢t = 0 bezogenen Aktivitdten der betrachteten
Radionuklide;

Uyy Unsicherheitsmatrix des Vektors ag;

a; Vektor der auf den Zeitpunkt t bezogenen (gemessenen) Aktivitaten;

U,,  Kovarianzmatrix des Vektors a;, die Beitrage aus den Nettozahlraten, Emissions-
und Nachweiswahrscheinlichkeiten enthalt.

F Matrix aus Funktionen von Zerfallskonstanten (siehe Abschnitt 3.2).

Die nach Gleichung (11) berechnete Unsicherheitsfortpflanzung berticksichtigt nur die
Standardunsicherheiten der gemessenen Aktivitaten A;(t). Sollen auch die Standard-
unsicherheiten anderer in der Matrix F enthaltener GréBen, d. h. Halbwertszeiten oder
Zeitdauern, berlcksichtigt werden, ist eine zusatzliche Unsicherheitsfortpflanzung anzu-
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ZERFALL/MEHRGL-08

wenden, wie sie in [12: Anhang C.1] beschrieben wird. Dazu wird die Matrix Ug, in Glei-

chung (11) im Anschluss an die Berechnung von ag so erweitert, dass Gleichung (13)

erhalten wird:
Ug = (FT-U;'-F) " +Q-U,-Q" (13)

Hierin sind U, die Kovarianzmatrix der in F enthaltenen GréBen p mit Standardunsicher-
heit; die Matrix Q enthalt die partiellen Ableitungen Q; x = dX;/dpx. Mit Gleichung (13) ist
die Unsicherheitsfortpflanzung vollstandig beschrieben.

Anmerkung:
Die in den Elementen von F enthaltenen Unsicherheiten der Zeitspannen und Zerfallskorrektionsfaktoren
kénnen meistens vernachlassigt werden, so dass Gleichung (13) nicht zur Anwendung kommt.

Das beschriebene Matrixverfahren empfiehlt sich insbesondere fiir die Gammaspektro-
metrie, wenn bei einer kurzen Zerfallsreihe alle darin enthaltenen Radionuklide im selben
Impulshéhenspektrum nachgewiesen werden, d. h. alle Elemente von a; mit nur einer
Messung bestimmt werden.

Anmerkung:
Ein Beispiel ist die Freisetzung von Jodisotopen, die zu einer Zerfallsreihe gehoren.

4.3 Rekursionsverfahren

Das Rekursionsverfahren berechnet im Gegensatz zum Matrixverfahren zunachst die
Anfangsaktivitaten und nachfolgend die beigeordneten Unsicherheiten. Der Zusammen-
hang a; = F-aq stellt ein Gleichungssystem mit einer sogenannten linken (unteren) Drei-
ecksmatrix F dar. Der Literatur [13: Kapitel 3.4] zufolge werden die Elemente des gesuch-
ten Vektors ag mittels eines rekursiven Schemas (,Vorwarts-Losung”) berechnet, das in
Gleichung (14) angegeben wird.

;1

k:].: a0;1=f—

1,1

1 - (14)
k>1: Ao,k = m Atk — Z(fk.j ) ao;j)
) ]=1

Die Berechnung beginnt beim ersten Glied der Zerfallsreihe (k = 1). Fir die weiteren
Glieder (k > 1) wird Ak (0) mit einer Rekursionsformel aus den zuvor erhaltenen Werten
A;(0) berechnet.

Anmerkung:

Die in Gleichung (9) mit 4,,,,(t) eingefiihrte Ergdnzung um ein anderes Radionuklid bedeutet, dass daftr

in Gleichung (13) die abzuziehende Summe Uber j gleich null ist. Dies fiihrt in Gleichung (13) daher nicht
zu Verkniipfungen mit den Aktivitaten der Zerfallsreihe.
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Zur Vereinfachung der Unsicherheitsfortpflanzung wird unterstellt, dass die wesentlichen
Unsicherheitsbeitrage auf die durch Messungen bestimmten Komponenten des Vektors
a; zurickgehen. Die Komponenten ag.x = Ax(0) sind lineare Funktionen der Komponen-
ten von apx = Ag(t). Fur eine Zerfallsreihe mit drei Gliedern gilt nach Gleichung (15):

1
A1(0) = {_} A (t)

fl,l
1
A,(0) = {f—} Ay () + {— ff 2}} AL () (15)

_ i ) . f3,2 . f3,2'f2,1 _ f3,1 )
43(0) _{fs,s} A3(t)+{ f3,3'f2,2} AZ(t)+{f2,2'f1,1'f3,3 f3,3'f1,1} Ax(t)

Mit der Einfihrung von Koeffizienten fir die Ausdriicke in den geschweiften Klammern
gilt:

k
A(0) = ) dii Ay(®) (16)
i=1

Die Herleitung der Koeffizienten di ; erfordert bei der manuellen Berechnung von mehr
als drei Zerfallsgliedern einigen Aufwand. Die Koeffizienten kdnnen alternativ als Matrix
aus der Gleichung (12) entnommen werden, wobei gilt:

D=U, -F'-U;} (17)

Diese Ableitungsmatrix D ist wie F eine untere Dreiecksmatrix, wobei die Zuordnungen
gemal Gleichung (18) erfolgen:

A41(0) d, 0 0 0 A (D)
A :(0) _ d?,l d?,z 0 O ) Azz(t) (18)
A0/ \duy duz = dyn/ \du(®)
Damit wird fir die Unsicherheitsfortpflanzung Gleichung (19) erhalten:
K
w2(4,(0)) = ) - wd(44() (19)
i=1

Die Anwendung von Gleichung (19) wird beispielhaft fir die Zerfallsreihe
Pb-210/Bi-210/Po-210 betrachtet. Die Halbwertszeiten in der Zerfallskette sind in
Tabelle 3 gelistet:
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Tab. 3: Halbwertszeiten der Radionuklide Pb-210, Bi-210, Po-210 nach [14]

Radionuklid Halbwertszeit in d
Pb-210 8119,51
Bi-210 5,012
Po-210 138,38

Nach einer Wartezeit t, die das Gleichgewicht von Pb-210 und Bi-210 sicherstellt, erfol-
gen Messungen der Aktivitaten A;(t) von Bi-210 und Po-210. Fur die Rickrechnung der
dreigliedrigen Zerfallsreihe auf den Zeitpunkt der Probeentnahme nach Gleichung (15)
zeigt die Abbildung 1 die fiir t = 0 erhaltenen relativen Unsicherheiten ue(4;(0)) als
Funktion der Wartezeit tx.

10 5
1 —Pb-210 Bi-210 — —Po0-210
13
g ] -7
£ ] -7
—— //
S ] 7
< 013 ===
::u'3 1 ————— 7
0,01 T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30
tyin Tagen

Abb. 1:  Abhangigkeit der relativen Unsicherheiten upe(Ax(0)) der von ta bis t =0 rick-
gerechneten Aktivitaten; die Anfangsunsicherheiten wurden hierbei fir alle ta kon-
stant gehalten.

Abbildung 1 zeigt speziell fir die Unsicherheit ue (4gi-210(0)) eine sehr deutliche Zu-
nahme in Bezug auf die Wartezeit t,. Dies ist zu erwarten, da die Halbwertszeit von Bi-210
sowohl gegenulber der Halbwertszeit von Pb-210 als auch relativ zur Wartezeit tp sehr
klein ist. Fir Po-210 deutet sich eine dhnliche Zunahme an, die aber aufgrund seiner
Halbwertszeit deutlich spater beginnt.

Anmerkung:
Diese Erhohung der Unsicherheiten kann als ,intrinsischer Beitrag der Riickrechnung der Zerfallsreihe” zur
Unsicherheit der Aktivitaten auf t = 0 angesehen werden.
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Der in Gleichung (19) enthaltene Term u?(4;(t)) wird auf die Unsicherheiten der gemes-

senen EingangsgroBen x;(t) zurlickgefiihrt, wie Gleichung (20) verdeutlicht.

k
94,
u2(4,(0)) = Z dz; z < aé”) u?(x;(t)) (20)
i=1

J

Die partielle Ableitung in der Klammer ist der Sensitivitatskoeffizient der Unsicherheits-
fortpflanzung beziglich x;(t). Die Umstellung der Summanden entsprechend Gleichung
(21) zeigt, dass der Sensitivitatskoeffizient als Produkt mit dj ; auftritt.

d04;
0 = ) 1 0) Z(dm @) @)

Diese Gleichung begriindet die in Abbildung 1 gezeigte mogliche Erhéhung der Mess-
unsicherheit durch lange Wartezeiten.
4.4 Aquivalenz der Unsicherheitsberechnungen

Aus der analytischen Unsicherheitsfortpflanzung entsprechend Gleichung (15) werden
die Quadrate der Unsicherheiten mit Gleichung (22) berechnet.

1
UZ(A1(0)) = F - u? (A1(t))
1,1

f21

) = [ (,0) + 2 2(A1<t>)] )

2
u? 2 f32,2 2 f3,2 'f2,1 f3,1 2
(45(0)) = u (A3(t)) +—=u (Az(t)) + - ——Z | u (A1(t))
f:7>3 f2,2 f1,1 f2,2 f1,1
Die Unsicherheiten aus dem Rekursionsverfahren nach Abschnitt 4.3 sind identisch mit
den Unsicherheiten aus dem Matrixverfahren nach Abschnitt 4.2. Dieser Sachverhalt kann
mit einer symbolisch arbeitenden, mathematischen Software tberprift werden.

4.5 Bezug der Aktivitdt zur interessierenden MessgroBBe

Die interessierende Messgrof3e, d. h. eine bezogene Aktivitat ay, ist im Allgemeinen nicht
mit den in den Bateman-Gleichungen verwendeten Aktivitaten A;(t) = A; - N;(t) identisch.
Zur Berechnung der MessgroBBe muss der entsprechende Zusammenhang tber den Kali-
brierfaktor, der aus zwei Faktoren zusammengesetzt ist, gemal Gleichung (23) hergestellt
werden.
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1
QAr; = Qrj* Rr,i =@p @i Rr,i =¢p- m ’ Rr,i = Pp "4 (23)
i"Pit i

Dabei bedeuten:

i Index des Radionuklids in der Zerfallsreihe;

pi nuklidbezogene Emissionsintensitat;

Ry Zahlrate des betrachteten Radionuklids r, in s7';

& nuklidbezogene Nachweiswahrscheinlichkeit des Detektors, in Bq-s™';

ni elementbezogene, chemische Ausbeute;

Qi nuklidbezogener Kalibrierfaktor fur nuklidspezifische GroBen;

®p probenbezogener Kalibrierfaktor fiir GréBen wie Masse, Volumen oder Flache; er

ist fur alle i gleich.

Die Kalibrierfaktoren dirfen keine Zerfallskorrektionen enthalten, da diese bereits
Bestandteil der Elemente der F-Matrix sind. Entsprechend lasst sich der Vektor ap, mit
Gleichung (24) beschreiben:

am,1(t) A, (t)
_|@me® |- [ AO)\ pace F Lt —F.
am,t_ am,3(t) _(pp A3(t) _(pp F aO_(pp F QDp am,O_F am,O (24)
am,4(t) A4(t)

Dieses Ergebnis bedeutet, dass die Matrix F den Zusammenhang sowohl zwischen a; und
ap als auch zwischen ap ¢ und an,o definiert. Daher gelten die Rekursionsformeln aus

Abschnitt 4.3 ebenso fir ay, ¢ und amp,o.

4.6 Einschrankungen bei sehr kleinen Halbwertszeiten

Das Verfahren zur Berechnung von ay ist durch die Randbedingung begrenzt, dass kein
Wert in der Diagonalen der Matrix F nahezu null werden darf, weil die Invertierung des
Matrixausdrucks in Gleichung (11) oder des Ausdrucks (FT - F) oder dem Inversen davon
zu einem numerischen Problem fiihren kann. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn die
Halbwertszeit eines Folgenuklids mindestens um etwa das 1-10-fache kleiner als die
Halbwertszeit des Ausgangsnuklids ist.

Um dennoch die Verfahren aus den Abschnitten 4.2 und 4.3 nutzen zu kdnnen, besteht
die Mdglichkeit, dieses kurzlebige Radionuklid formal aus der Reihe zu entfernen [15].

Anmerkung:

Diese Streichung ist jedoch nicht zulassig, wenn dieses Radionuklid anderweitig, z. B. fiir eine Dosisabschat-
zung, von Interesse ist. Wird das Radionuklid i entfernt, ist das Verzweigungsverhaltnis des Vorganger-
nuklids (i - 1) noch mit dem des Radionuklids i zu multiplizieren.
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Ein typisches Beispiel ist die Zerfallsreihe Pb-210/Bi-210/Po-210. In Tabelle 4 sind die
Aktivitaten dieser Radionuklide mit den beigeordneten Unsicherheiten aus den Vektoren
ag bzw. a; zeilenweise ausgelesen. Dabei gehdren die angenommenen Werte A (0) zum
Vektor ag bei t =0 (in Zeile 1). Sie werden mit der F-Matrix in die Werte Ax(ta) bei
tpa = 60 d Uberfihrt (in Zeile 2). Letzteren werden relative Messunsicherheiten von 3 %
zugeordnet. Nach Abschnitt 4.2 erfolgt damit die Riickrechnung auf t =0 nach den
Gleichungen (11) und (12). Als Ergebnis werden die Werte A'x(0) in der dritten und die
Unsicherheiten u(A'x(0)) in der vierten Zeile erhalten. In der linken Spalte wird die voll-
standige Zerfallsreihe und in der rechten die um Bi-210 gekurzte Zerfallsreihe gelistet.

Tab. 4: Vergleich der Werte und Unsicherheiten der vollstandigen und der gekdiirzten Zerfalls-
reihe; A'k(0) sind die riickgerechneten Aktivitaten; ta gleich 60 Tage.

Drei Glieder: Pb-210, Bi-210, Po-210 Zwei Glieder: Pb-210, Po-210

Ar(0) = (25,974, 26,272, 7,9654) mBq Ar(0) = (25,974, 7,9654) mBq
Ak (ta) = (25,841, 25,857, 12,634) mBq Ak (ta) = (25,841, 12,622) mBq
A'k(0) = (25,974, 26,272, 7,9654) mBq A'k(0) = (25,974, 7,9654) mBq
u(A'x(0)) = (0,7792, 44042, 165,3) mBq u(A'k(0)) = (0,7792, 0,5795) mBq

In Tabelle 4 stimmen die riickgerechneten Aktivitdten mit den eingangs angenommenen
Werten sowohl bei der vollstandigen als auch bei der gekirzten Zerfallsreihe tGberein. Die
dazugehorigen Unsicherheiten fur die beiden Folgenuklide Bi-210 und Po-210 sind in der
vollstandigen Zerfallsreihe, wie Abbildung 1 im Abschnitt 4.3 zeigt, erheblich Gberhoht.
In der gekirzten Zerfallsreihe ist der Wert fir die Unsicherheit u(A'x(0)) fur t = 0 fir
Po-210 wesentlich realistischer; er ist um fast 300-fach kleiner. Es ist ersichtlich, dass die
Streichung von Bi-210 trotz das Halbwertszeitenverhaltnisses tgi219 zu tpp-210 vON

6,74-10 zu einem plausiblen Ergebnis fiihrt.

4.7 Erkennungs- und Nachweisgrenzen der ermittelten
Anfangsaktivitaten

Die im Allgemeinen Kapitel CHAGR-ISO-01 dieser Messanleitungen beschriebenen Ver-
fahren zur Ermittlung von Erkennungs- und Nachweisgrenzen sind auch bei der Betrach-
tung von Zerfallsreihen anwendbar [12: Abschnitt 5]. Der Unterschied zwischen der Er-
mittlung der Erkennungs- und Nachweisgrenzen von Einzelnukliden und Radionukliden
in Zerfallsreihen liegt in der Verwendung des Kalibrierfaktors und wird am Beispiel der
Zerfallsreihe Pb-210/Bi-210/Po-210 erlautert.
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Aus den Messungen der Nettozahlraten von Bi-210 (R, 2) und Po-210 (R, 3) soll die
Anfangsaktivitat A1 (0) von Pb-210 bestimmt werden. Der Zusammenhang zwischen der
Aktivitat der ErgebnisgroBe und der Nettozahlrate fir ein Einzelnuklid ist nicht mehr
durch die Beziehung A1(0) = ¢-R, gegeben, sondern entspricht jetzt der Beziehung
A1(0) =@2-Rn 2 + @3-Ry 3. Beide Beziehungen sind nicht miteinander kompatibel, da im
zweiten Fall die Nettozahlraten von Folgenukliden verwendet werden und damit die
Kalibrierfaktoren unterschiedliche Bedeutung haben.

Fur die Berechnung von Erkennungs- und Nachweisgrenze wird bei Einzelnukliden aus
angenommenen Werten A die Nettozihlrate R, durch R, = A/¢ bestimmt, um daraus
mit der Standardunsicherheit u(R,,) die besagten Grenzen zu ermitteln. Bei Zerfallsreihen
wird ein angenommener Wert A der ErgebnisgréBe nach Gleichung (25) aus deren pri-
marem Wert A4, (0) durch Multiplikation mit einem Faktor § modifiziert:

A=G-4,(0)=¢, (Rnz 4)+ @3 (Raz q) =@, Ruz+ @3- Rz (25)
Die modifizierten Werte R, (k = 2,3) fihren zu modifizierten Werten Ry, ; = R, + Ro
und Unsicherheiten u?(Ry, ) = Ry x/t, der Bruttozéhlraten, mit denen die Unsicherheit
u(A) berechnet wird. Dies reprasentiert einen Iterationsschritt in der Nachweisgrenzen-
berechnung.

Auf rein analytischem Wege sind die beiden ,Kalibrierfaktoren” ¢, und ¢3 nicht immer
einfach zu berechnen, da in ihnen auch Elemente der F-Matrix enthalten sind. Allgemein
kdnnen sie numerisch als partielle Ableitungen der Ergebnisgrof3e nach den Nettozahl-
raten Ry, berechnet werden: ¢, = 0A4;(0)/0R .

5 Vertiefende Betrachtungen zu Zahlraten, Abtrennraten und
Mittelungen

5.1 Ubergang von Aktivititen zu Zihlraten
5.1.1 Detektion ohne Interferenzen zwischen den Radionukliden

Bei Messungen, bei denen zwischen den einzelnen Zahlraten der zu bestimmenden
Radionuklidaktivitaten Interferenzen ausgeschlossen werden kénnen, kann die Matrix-
gleichung (7) so abgeandert werden, dass anstelle des Vektors a; auf der linken Seite der
Gleichung der Vektor R(t) der Nettozahlraten Ry, , der n Glieder der Zerfallsreihe steht.
Dies gelingt im ersten Schritt durch die Gleichung (26):

fir 0 0 0 A,(0) 1 0 0 O Rn

o R e B el e S R 26)
fn,l fn,z fn,n An(O) 0 0 o P Rn,n
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Durch Division mit der diagonalen Matrix ¢ der Kalibrierfaktoren werden im zweiten
Schritt die Zahlraten nach Gleichung (27) erhalten:

fu oy g o
m fo1 [ 1
: 2 2 :
R : : : : A.(0
o fn,l fn,Z fn,n n( )
Pn  Pn Pn

Die Einzelmessungen der Zahlraten kénnen zu unterschiedlichen Zeitpunkten beginnen
und sich Gber unterschiedlich lange Messdauern ¢, erstrecken. Da sich alle Elemente f; ;
der Matrix F auf ein- und denselben Zeitpunkt t beziehen, muss jeder Kalibrierfaktor ¢;
in den Gleichungen (26) und (27) auf diesen Zeitpunkt t korrigiert werden. Dies geschieht
durch die Erweiterung um eine Zerfallskorrektion f; .

Anmerkung:

Da die Zahlraten aller Radionuklide bei gammaspektrometrischen Messungen simultan erfasst werden, ist
diese Zerfallskorrektion nicht erforderlich.

Damit sind die diagonalen Werte der Matrix in Gleichung (27) mit insgesamt nicht ver-
nachlassigbaren Unsicherheiten behaftet. Dies erschwert die Berechnung der Unsicher-
heit von ag und erfordert die Anwendung von Gleichung (13) mit dem zusatzlichen Term
Q - Uy, - Q" fur die Unsicherheitsfortpflanzung.

5.1.2 Detektion mit Interferenzen zwischen den Radionukliden

Bei Messungen, bei denen zwischen den einzelnen Zahlraten der zu bestimmenden
Radionuklidaktivitaten Interferenzen auftreten konnen, werden diese durch eine weitere
Matrix berticksichtigt. Dieser Fall tritt beispielsweise ein, wenn die Aktivitaten von Sr-89
und Sr-90 mit einem FlUssigkeitsszintillationsspektrometer (en. liquid scintillation counter,
LSC) gleichzeitig in mehreren Energiefenstern gemessen werden. In diese Energiefenster
tragen die beteiligten Radionuklide, Sr-89, Sr-90 und dessen Folgenuklid Y-90, zu unter-
schiedlichen Anteilen bei. Die Nachweiswahrscheinlichkeiten der Radionuklide in den
festgelegten Energiefenstern werden in einer Effizienzmatrix E zusammengefasst [16]. In
Gleichung (28) ist beispielhaft die Effizienzmatrix E fir die Analyten Sr-90, Y-90 und Sr-89
sowie fur den Ausbeutetracer Sr-85, die in drei Energiefenstern gemessen wurden,

gezeigt.
€11 €12 €13 €14
E=\|%1 &2 &3 &4 (28)
€31 €32 &E33 &34
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Die im Vergleich zu Gleichung (26) jetzt nicht-diagonale Matrix ist so aufgebaut, dass
deren Zeilen den Energiefenstern und die Spalten den Radionukliden entsprechen. Die
Nachweiswahrscheinlichkeiten werden mit ¢;  bezeichnet, die Indices i bzw. k zéhlen die
Fenster bzw. die Radionuklide ab.

Diese E-Matrix kann mit der F-Matrix fur die Berechnung des Abklingverhaltens einer
radioaktiven Zerfallsreihe durch Multiplikation kombiniert werden. Das Produkt E-F
erlaubt es, aus dem Vektor ag der Anfangsaktivitaten nach Ablauf einer Zeit t den Vektor
R, (t>0) messbarer Nettozahlraten zu ermitteln.

Anmerkung:
In Gleichung (29) ist eine Umstellung in die Form F-(E-ag)nicht zul3ssig, weil E-ag Zahlraten liefert, auf

die die Abklingmatrix F nicht angewendet werden darf.

Fir eine Sr-89/Sr-90-Analyse unter Verwendung des Ausbeutetracers Sr-85 wird die
F-Matrix nach Gleichung (30) beschrieben:

F,, O 0 0
_ F2,1 F2,2 O 0
F=10o 0o R, o (30)
0 0 0 Fy,
Fur die Elemente der Matrix F gelten die vereinfachten Gleichungen (31) bis (35):
Fi1= e Asr—o0 't (31
F AY—90 —Ay—g0 t_a=Ady_got
b1 = . (e 90 't _a~Ay—90 ) (32)
AY—90 - ASI‘—‘)O
Fpp = e Ay-o0t (33)
F33 = e Asr-go "t (34)
Fp4 = @ Asr-gs°t (35)

Am Beginn der Analyse erfolgt eine Y-Abtrennung mit asep als Aktivitatenvektor fir
diesen Bezugszeitpunkt; dies bedeutet flir Y-90 agep,2 =0. Damit kdnnen die Matrixspalte
mit den Elementen (g; 2 F3,2) und die zweite Komponente von asep gestrichen werden

und es folgt die Gleichung (36):

Ry (51,1 "Fiit &, F2,1) (51,3 : F3,3) (51,4 : F4,4) Asep,1
Rnz | = (52,1 "Fi1t+ &, Fz,z) (52,3 ' F3,3) (52,4 ' F4,4) ' <asep'3> (36)
Rnj (53,1 "Fi1+ &3, Fz,z) (53,3 ) F3,3) (53,4 : F4,4) @seps
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Anmerkung:

In einer Auswertung ahnlicher Gleichungen mit der Software UncertRadio [17] sind vom Anwender neun
Formeln x1 bis x9 vorzugeben. Diese neun Formelelemente kénnen mit den neun Elementen des Matrix-
produkts E-F wie folgt identifiziert werden:

Rn,l x1 x2 x3 asep,l
Ry, | = <x4 x5 x6> . (asep,2>
Rz x7 x8 x9 Gsep,3

5.2  Beriicksichtigung von Abtrennraten

Abtrennraten v; mussen bericksichtigt werden, wenn Prozesse das Zeitverhalten in der
Zerfallsreihe mit n Gliedern durch selektive Abtrennung eines oder mehrerer Radionuk-
lide der Zerfallsreihe beeinflussen. Dies kdnnen chemische Abtrennraten bei Analysever-
fahren, z. B. die Elektrodeposition von Po-210 auf einem Nickelplattchen, oder Exhala-
tionsraten bei Edelgasen sein [18]. Die Abtrennraten sind bei den Zerfallskonstanten 4;,
die in der Diagonalen der Matrix F vorkommen, additiv durch (4; + v;) zu berlcksichtigen
(siehe Abschnitt 3.1 und Gleichung (A1) in Anhang A). Gleichung (37) beschreibt die
starkere zeitliche Abnahme der Aktivitat des betrachteten Radionuklids A4;.

dA;(t)
dt

= A" A1 (0) — (4 +vy) - A (D) (37)

Ist das abgetrennte Radionuklid von Interesse, wird dessen Zeitverhalten in seinem neuen
Kompartiment durch eine zusatzliche Differentialgleichung entsprechend Gleichung (38)
beschrieben.

dA, 1 ()
D) v A0 = A A © 39

5.3  Mittelung iiber die Messdauer bei einer Zerfallsreihe

Das Abklingen der Aktivitat eines Radionuklids, das kein Teil einer Zerfallsreihe ist, wird
mit dem Korrektionsfaktor f3 nach Gleichung (5) berticksichtigt. Dafiir wird Gber eine ein-
zelne Exponentialfunktion integriert und durch die Messdauer dividiert. Bei einer Zerfalls-
reihe hingegen wird das Abklingen der Aktivitaten ihrer einzelnen Glieder wahrend der
Messung Uber eine F-Matrix erfasst, die die Exponentialfunktionen aller Glieder enthalt.
Darin befinden sich die Exponentialfunktionen sowohl in als auch auBerhalb der Diago-
nalen. Die Berechnung der F-Matrix erfolgt in zwei Schritten: Es werden zunachst die Kor-
rektionsfaktoren in der Diagonalen berechnet und anschlieBend in den nicht-diagonalen
Elementen weiterverwendet. Fiir detaillierte Informationen wird auf Anhang A verwiesen.
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Anhang A
Konzept des matrixbasierten Verfahrens

A.1 Allgemeines

Durch einen Alpha- oder Betazerfall eines Radionuklids in der Zerfallsreihe entsteht eine
Verzweigung in zwei Aste der Reihe, die durch Werte zweier Verzweigungsverhiltnisse
charakterisiert sind, deren Summe eins ergibt. In Abbildung A1 ist die naturliche Zer-
fallsreihe des Th-232 gezeigt, die eine einzelne Verzweigung aufweist. Bei anderen Zer-
fallsreinen kdnnen Verzweigungen auch mehrfach auftreten.

. Ra-228 Th-232
Thorium A=4n Sea | 4= |14100s
.
Ac-228
613h
B
Pb-212 Po-216 Rn-220 Ra-224 Th-228
10,6h — 0155 — 5585 = 3,63d = 19a
N
TI-208 Bi-212
3Amin | e 60,5 min ‘ﬂ\
359 %
& B o681% . f
Pb-208 Po-212 | . \
s a0 Pb-212 Po-216. N\
106h € | 0,155
¥ \ |
)8 Bi-212
.Ln e | 60,5 Min
\ 35,9 %
B 641 % N
Pb-208 Po-212

Qb“ e | 03 15 /

Abb. A1:  Die natirliche Zerfallsreihe des Thorium-232 mit Angabe der Zerfallsart und der
Halbwertszeit sowie der Verzweigungen (Stand der kernphysikalischen Daten:
November 2024)

In diesem Anhang wird beschrieben, wie die Aktivitdten von Gliedern einer Zerfallsreihe
mit dem matrixbasierten Verfahren nach Levy [5] berechnet werden.

Anmerkung:
Ein Nachteil des Verfahrens von Levy ist die standige Neuberechnung der F-Matrix fir jeden einzelnen
Zeitpunkt t. Eine Weiterentwicklung des Verfahrens durch Ladshaw et al. [19] beseitigte diesen Nachteil.
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A.2 Bateman-Gleichungen in Matrix-Schreibweise

In dem gewahlten Beispiel wird eine Anzahl von vier Gliedern (n = 4) verwendet. In den
Gleichungen (A1) bzw. (A2) werden die auf Atomanzahlen bzw. auf Aktivitaten bezogenen
Formen der Bateman-Gleichungen (Tabelle 1 in Abschnitt 3.1) in eine matrixkonforme
Schreibweise transferiert. In den beiden Matrizen sind die Paare der Lambdawerte einer
Differentialgleichung zeilenweise horizontal angeordnet.

d

ap Vi =Aiea Ny = 40 N;
N, (t) -2 0 0 0 Ny (1) (A1)
ANV _[ 42 —2 0 0 N, (t)
at\N;(&) |\ 0 A, —A3 N5(t)
N, (t) 0 0 A3 =4/ \Ny(d)
d
A=l A — A A
Ay (t) 1 0 0 0\ /40 (A2)
dlA® )| _[ 22 -2 0 0 Ay (1)
dt\As(®) | | 0 43 23 0 A3 (1)
Ay (t) 0 0 Ay —A4/ \Au(D)

A.3 Losung der Differentialgleichung

Fir die Losung der Differentialgleichungen werden Elemente b; ; definiert, wobei die Zer-
fallskonstanten 2 mit den jeweiligen Verzweigungswahrscheinlichkeiten z; ; (mit j < i)
gewichtet werden. Dabei gelten in Gleichung (A3):

fir Atomanzahlen:  b;; =z;; - A -

mit Z zi; =1
far Aktivitaten: bi,j =Zj; A i=j+1 (A3)
und bii = —4

Es ist zu beachten, dass sich die Reihenfolge der Indizes der b- und der z-Komponenten
unterscheidet. Im Folgenden wird nur die Differentialgleichung fir Aktivitaten betrachtet.

Mit den Elementen aus Gleichung (A3) wird die Matrix aus Gleichung (A2) zur Matrix B
erweitert (vergleiche Anhang C.2):
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d
T a(t) = B-a(t)

A (t) bip O 0 0 Ay (t)
d[A) ) _| b2r baz O 0 1 (40)_
dt\ As(t) | | bs1 b3 b3z O A () |
A, (t) by1 baz byz byg A, (8) (A4)
- 0 0 0 Aq(t)
|72 A 0 0 [ A2(D)
T\ z13 A3 Zp3 A3 —A3 0 A3 (t)

Zia Ay Zapa Ay Zgat Ay —Ay Au(t)

Diese Differentialgleichung wird durch Einfiihrung einer Matrix-Exponentialfunktion und
des Vektors a(0) der Startwerte der Aktivitaten wie folgt gelost:

o 1
a(t) = ef* - a(0) mit €%t = z Bt (A5)
k=0

A.4 Vereinfachte Losung durch Einfiihrung einer F-Matrix

Die Losung der Gleichung (A5) ist rechenaufwandig. Wie in der Literatur [5] gezeigt wird,
kann stattdessen Gleichung (A6) mit der F-Matrix verwendet werden. Diese ersetzt die
Reihenentwicklung der Matrix-Exponentialfunktion et und ahnelt in ihrer Form der
Matrix B. Durch Multiplikation von F und a(0) wird der gesuchte Vektor a(t) berechnet.

a(t) = F-a(0)
Ay (t) 4,(0) fin. 0 - 0 4,(0) (A6)
Azl(t) —F- Az.(o) _ fg,1 fg,z 0 _ Az.(o)
An(®) 40/ \for faz = fun) \4a(0)
Die Elemente f; ; (mit j < i) stellen Funktionen dar [5]:
i-1
1
fop =357 bij - (fii = fij) + z (fir " brcj = big* fio) (A7)
b T k=j+1

Die Elemente b;; sind der Gleichung (A4) zu entnehmen; fir die Funktionen f; ; (mit
i=1.,nundj=1iqilt

ohne Korrektion des Zerfalls wahrend der Messung: f;; = e~ it (A8)
mit Korrektion des Zerfalls wahrend der Messung: fii = fa(4) (A9)
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Es ist zu beachten:

— Die Zeitabhangigkeit ist in den diagonalen Elementen f; ; direkt erkennbar. Durch die
Gleichung (A7) tritt diese Zeitabhangigkeit aber auch in den nicht-diagonalen
Elementen f; ; auf.

— Alle Elemente der Matrix F werden Uber die Messdauer ¢, integriert, wenn Gleichung
(A9) fur die diagonalen Elemente verwendet wird.

Anmerkung:
Fir t bzw. t,, missen in der gesamten Matrix jeweils dieselben Werte eingesetzt werden. Wird ein ver-

anderter Wert flr t bzw. t,,, verwendet, muss die gesamte Matrix neu berechnet werden.

Fir die Berechnung von f; ; nach Gleichung (A7) ist beispielsweise das Codeschema aus
Abbildung A2 geeignet [5], wobei in der ersten Zeile fir f; ; Gleichung (A8) bzw. Gleichung
(A9) eingesetzt wird:

For i=l:n { fi;=e 't }
For p=1: (n-1) {
For j=1:(n-p) {
t=j+p
§ = Dby, - (foi = fis)
For k=(3+1):(i-1) { s=s+by; fix —bixfr, }
fij = s/(bi; = bj;)

}

Abb. A2:  Codeschema zur Berechnung der Elemente der Matrix F mit f; ; nach Gleichung (A8)

Fur ein Beispiel mit n=3 Gliedern einer Zerfallsreihe gelten entsprechend der Glei-
chung (A7) zur Berechnung der Aktivitaten nach Abschnitt 3.2.2 die folgenden Formeln

a) fur die nicht-diagonalen Elemente von F:

1
fan = m [b2,1 ) (fz,z - f1,1)]

1

f32 = bas—bry [b32 (f33 = f22)]

1
fzn =7T—"F—" (D31 (fa3 = fi1) + (bay* faz = bsz " far)]
b3z — by,
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b) fir die diagonalen Elemente von F:
foi=eht
_12 -t

fz,z =e€

frz=etat
c) fir die nicht-diagonalen Elemente der Matrix B:

by1 =217,
b3,1 =Z12Zy3 Ayt A3
b3, =233 A3

d) fir die diagonalen Elemente der Matrix B:

bi1=—-4

byp =4,

b3z = —13
Anmerkung:

Bei einer manuellen Berechnung der nicht-diagonalen Elemente von F unter Einbeziehung von Verzwei-
gungswahrscheinlichkeiten b; ; wird zur Vereinfachung empfohlen, die Terme, die b; j = 0 als Faktor ent-

halten, wegzulassen, um den Rechenaufwand zu minimieren.

ISSN 1865-8725 Version Februar 2026

Messanleitungen fiir die ,Uberwachung radioaktiver Stoffe in der Umwelt und externer Strahlung”



ZERFALL/MEHRGL-23

Anhang B
Losung von Differentialgleichungen 1. Ordnung
mit numerischer Integration mittels der Software R

B.1 Allgemeines

Ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung kann Uber numerische Integration
gelost werden. Die Integration Uber die Zeit erfolgt ausgehend von t = 0 in genligend
kleinen Schritten bis zur gewiinschten Zeitdauer. Dafiir stehen verschiedene Software-
pakete zur Verfliigung, unter anderem die Open Source-Software R [20] .

Im Folgenden wird die Losung von Differentialgleichungen 1. Ordnung am Beispiel der
Zerfallsreihe Pb-210/Bi-210/Po-210, wobei zusatzlich Bi-210 und Po-210 auf Nickelplatt-
chen abgeschieden und separat gemessen werden, gezeigt (siehe auch Abschnitt 4.6);
folglich werden funf Aktivitaten betrachtet.

B.2 Umsetzung mit der Software R

Mit dem Aufruf der R-Funktion ode (en. ordinary differential equations) des R-Paketes
desolve kdnnen die Zeitreihenarrays der finf Aktivitaten und die bei bis zu den
jeweiligen Zeitpunkten erreichten Aktivitaten berechnet werden. Vom Anwender ist daflir
eine Funktion bereitzustellen, die das System der Differentialgleichungen beschreibt.

Aufruf:
times = seqg(from=0, to=tA,by=h) # Array der Zeitschritte, h=h=At
OD = ode(y=y_anfang, times, f=func ode,parms=lam5,method="1soda") # "rk4")

Anwender-Funktion:
func ode = function(t,y,parms,...)

{
# vy : Array der Aktivitdtswerte
# parms : Array der Zerfallskonstanten

dydt = array(0,5) # Array der Ableitungen nach der Zeit
L = length(y) # Anzahl der Glieder der Zerfallsreihe
dydt[1l] = 0 - parms[l]*y[1l]

if(L > 1) dydt[2] = parms[2]*y[1l] - (parms[2]+parms[4])*y[2]
if(L > 2) dydt[3] = parms[3]1*y[2] - (parms[3]+parms[5])*y[3]
if(L > 3) {

dydt[4] = parms[4]*y[2] - parms[2]*y[4]

dydt[5] = parms[5]*y[3] + parms[3]*y[4] - parms[3]*y[5]

}
return (list(dydt[1:L]))

Abb. B1:  R-Funktion zur Berechnung der Differentialgleichungen 1. Ordnung
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Von den Radionuklide Bi-210 und Po-210 werden jeweils Aktivitatsanteile abgetrennt, die
sich aus den Abtrennraten parms[4] und parms[5] ergeben. Um den zeitlichen Aufbau
der abgetrennten Anteile verfolgen zu kénnen, werden die Gleichungen fir dydt (4] und
dydt [5] miteinbezogen.

Anmerkung:
Das beschriebene Verfahren ist als das Grundgerist fiir Kompartimentmodelle zur Beschreibung von
Aktivitatszeitverlaufen in Systemen zusammenhangender Kompartimente anzusehen.
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Anhang C
Rechenbeispiel fiir den Zerfall des Radionuklidpaares
Zirkon-95/Niob-95

C.1 Eigenschaften der Zerfallsreihe

Am Beispiel des Radionuklidpaares Zr-95/Nb-95, das als Produkt der Kernspaltung auf-
tritt [21, 22, 23, 24], wird die Anwendung des Matrixverfahrens nach Anhang A vorgestellt.

In Abbildung C1 ist der direkte Zerfall von Zr-95 zu Nb-95 sowie der indirekte Zerfall Gber
das metastabile Nb-95m mit den jeweiligen Kerndaten gezeigt.

Zr-95

tzr_g5 = 64‘,032 d

Nb-95m Zs Nb-95

txp-osm = 3,61 d p=0944 txpos = 34,991 d

Abb. C1:  Direkter und indirekter Zerfall des Radionuklids Zr-95 zu Nb-95 mit den jeweiligen
Ubergangswahrscheinlichkeiten p bzw. z und Halbwertszeiten t;

Dementsprechend betragen die Zerfallskonstanten fir Zr-95 A, = 0,010825d™, fiir
Nb-95m A, = 0,192008 d' und fiir Nb-95 A3 = 0,0198093 d™".

C.2 Aufstellung der Matrizen B und F

Zunachst wird die Matrix B nach Gleichung (A4) aufgestellt.

bl,l 0 0 _A‘l 0 O
B=(by1 by 0 |=|2zi2°4 —4 0
b3,1 b3,2 b3,3 Zi3' A3 Z3 A3 —A3

Mit den Zahlenwerten fiir die jeweiligen Ubergangswahrscheinlichkeiten p bzw. z und die
jeweiligen Zerfallskonstanten 2, folgt:
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—0,010825 0 0
B = < 0,0108-0,192008 —0,192008 0 ) =
0,9892-0,0198093 0,944 -0,0198093 —0,0198093
—0,010825 0 0
= (0,00207368 —0,192008 0 >
0,01959536 0,01869998 —0,0198093

Im Anschluss daran wird die Matrix F flr eine Zeit t nach der Gleichung (A6) mit Gleichung
(A7) berechnet:

e 0 0
F=| fa1 e~ 0
f31 f32 et

mit

f3,2 =— [b3,2 ’ (f3,3 - fz,z)]

b3 3—b3;

1

f2,1 = m [b2,1 ' (fz,z - f1,1)]

1
f31 = Tll [b3,1 : (f3,3 - f1,1) + (f3,2 by — b3, 'fz,l)]

b3,3

Fur die Matrix F wird bei einem Zeitraum von einem Tag folgendes Ergebnis erhalten:

0,9892333674 0 0
F = (0,0018762528 0,825300655 0 )
0,0193155829 0,016841552 0,98038562

C.3 Vergleich des vorgestellten Verfahrens mit anderen Verfahren

Die Ergebnisse des in diesem Anhang vorgestellten Verfahrens werden

a) mit den Ergebnissen des im Anhang B.2 beschriebenen Verfahrens, bei dem die Dif-
ferentialgleichungen in kleinen Zeitschritten numerisch integriert werden, und

b) mit den aus den expliziten Gleichungen erhaltenen Ergebnissen nach Literatur [21]
verglichen.

Bei Verfahren a) werden fur die numerische Integration der Differentialgleichung die
rechten Seiten der Gleichungen fur d4;/dt als Funktionen benétigt; diese kdnnen direkt
aus der Matrix B entwickelt werden.

Anmerkung:

In der Anwenderfunktion in Abbildung B1 werden nur die ersten drei der dort gezeigten Differential-
gleichungen verwendet, d. h. dydt [1] bis dydt [3]. Hier wird keine Abtrennung berlcksichtigt, so dass
parms[4] und parms[5] gleich null gesetzt werden.

ISSN 1865-8725 Version Februar 2026

Messanleitungen fiir die ,Uberwachung radioaktiver Stoffe in der Umwelt und externer Strahlung”



ZERFALL/MEHRGL-27

Bei Verfahren b) stimmen die in Tabelle A.1 dieses Anhangs angegebenen Gleichungen,
die aus der F-Matrix hergeleitet wurden, mit den expliziten Gleichungen aus Literatur [21]
uberein.

Die Tabelle C1 zeigt die Ergebnisse der drei Verfahren, wobei folgende Randbedingungen
gelten:

— Die Anfangsaktivitat von Zr-95 betragt 1000 Bqg, die von Nb-95m 200 Bqg und die fir
Nb-95 10 Bq.
— Das Messpraparat wird an fiinf aufeinanderfolgenden Tagen mit einer Messdauer ty,

von jeweils 0,25 Tagen gemessen, wobei die Uhrzeit des Starts der Messung immer
identisch ist.

Tab. C1:  Vergleich der mit den drei Verfahren softwareberechneten Aktivitaten flr Zr-95,
Nb-95m und Nb-95, in Bg, unter den genannten Randbedingungen; Bedeutung der
Codes — DGL (Verfahren a), L13 (Verfahren b), FC2 (Verfahren nach Abschnitt C.2).

Zeit (d) Zr-95 Nb-95m Nb-95
1.0000 DGL: 9.8789602E+02 1.6324525E+02 3.5208109E+01
L13: 9.8789602E+02 1.6324524E+02 3.5208111E+01
FC2: 9.8789602E+02 1.6324524E+02 3.5208111E+01
2.0000 DGL: 9.7725970E+02 1.3657995E+02 5.6348615E+01
L13: 9.7725970E+02 1.3657994E+02 5.6348616E+01
FC2: 9.7725970E+02 1.3657994E+02 5.6348616E+01
3.0000 DGL: 9.6673791E+02 1.1455310E+02 7.6419931E+01
L13: 9.6673791E+02 1.1455310E+02 7.6419931E+01
FC2: 9.6673791E+02 1.1455310E+02 7.6419931E+01
4.0000 DGL: 9.5632939E+02 9.6354588E+01 9.5523360E+01
L13: 9.5632939E+02 9.6354596E+01 9.5523360E+01
FC2: 9.5632939E+02 9.6354596E+01 9.5523360E+01
5.0000 DGL: 9.4603295E+02 8.1315820E+01 1.1374455E+02
L13: 9.4603295E+02 8.1315826E+01 1.1374455E+02
FC2: 9.4603295E+02 8.1315826E+01 1.1374455E+02

Tabelle C1 zeigt, dass die Ergebnisse aus den drei Verfahren sehr gut tibereinstimmen.
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